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1 0.

В данной работе изучается линейная экстремальная задача для непрерыв-
ных на отрезке функций, представимых рядами по ортогональным много-
членам, с ограничениями на значения функций и коэффициенты разложе-
ний. К задачам такого типа сводятся экстремальные задачи различных раз-
делов математики. Здесь обсуждается вариант этой задачи, возникший в
исследованиях Ф.Дельсарта [1], [2] границ упаковок в некоторых метриче-
ских пространствах. Схема Дельсарта была развита и успешно применена в
работах Г.А.Кабатянского и В.И.Левенштейна [3], Э.Одлыжко и Н.Слоэна
[4], В.И.Левенштейна [5], [6], В.М.Сидельникова [7] в связи с исследовани-
ем упаковок метрических пространств и, в частности, контактных чисел ев-
клидовых пространств Rm. Изложение этих результатов и другая родствен-
ная, богатая информация имеется в монографии Дж.Конвея и Н.Слоэна [8].
Из последних работ на эту тему следует сказать о работе В.А.Юдина [9], в
которой был разработан аналог схемы Дельсарта [1] – [8] для изучения до-
статочно общей задачи минимизации функции фиксированного числа точек
на единичной сфере евклидова пространства Rm; исследования В.А.Юдина [9]
были продолжены в [10], [11].

Контактным числом пространства Rm, m ≥ 2, называют максимальное
число шаров единичного радиуса с непересекающимися внутренностями,
касающихся единичного шара пространства; это число в дальнейшем будет
обозначаться через τm. Задача исследования контактных чисел имеет боль-
шую историю (см. [8], [12]). В настоящее время точное значение τm известно
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лишь при m = 2, 3, 8, 24, а именно, τ2 = 6, τ3 = 12, τ8 = 240, τ24 = 196560; в
остальных случаях вопрос о точных значениях τm открыт. Для произволь-
ных значений m известны оценки снизу и сверху константы τm; так в четы-
рехмерном случае

24 ≤ τ4 ≤ 25. (0.1)

Однако эти оценки не дают, к примеру, порядка поведения контактного чис-
ла τm по m.

Задачу о контактном числе пространства Rm можно сформулировать
(см., например, [8, гл.1, §2]) в терминах экстремальной задачи для подмно-
жеств (называемых в данной тематике сферическими кодами) единичной
сферы S = Sm−1 ⊂ Rm. Пусть B есть некоторое множество шаров еди-
ничного радиуса пространства Rm с непересекающимися внутренностями,
которые касаются единичного шара (с центром в начале координат) про-
странства. Обозначим черезW = W (B) множество точек единичной сферы
S (или, то же самое, единичных векторов пространства), являющихся про-
екциями на сферу S центров шаров B ∈ B; ясно, что W состоит из точек, в
которых шары B ∈ B касаются сферы S. Множество W ⊂ S характеризу-
ется тем свойством, что (плоский) угол между любыми двумя различными
векторами x, y ∈ W будет не меньше, чем π

3
, а это означает, что скаляр-

ное произведение xy любых двух векторов x, y ∈ W,x 6= y, удовлетворяет
условию xy ≤ 1

2
. Таким образом, контактное число τm равно наибольшему

значению мощности множества W ⊂ S со свойством

− 1 ≤ xy ≤ 1

2
, x, y ∈ W,x 6= y. (0.2)

Оценки снизу контактных чисел дают конкретные сферические коды со
свойством (0.2). Построение экстремальных (или близких к экстремаль-
ным) сферических кодов есть интересный и трудный раздел дискретной гео-
метрии, связанный со многими разделами математики. В данной работе во-
прос об оценках снизу не обсуждается. Исторические сведения и результа-
ты на эту тему можно найти в монографии [8].

Лучшие оценки сверху контактных чисел получены в работах Г.А.Кабатянского
и В.И.Левенштейна [3], Э.Одлыжко и Н.Слоэна [4], В.И.Левенштейна [5],
[6] с использованием идеи Дельсарта. Изложим эту схему оценки сверху
подробно (см. [3], [8, гл.9]). Пусть α = m−3

2
Rk = Rα,α

k , k = 0, 1, 2, . . . , есть
система ультрасферических многочленов, ортогональных на отрезке [−1, 1]
с весом (1 − t2)α, нормированных условием Rk(1) = 1, k = 0, 1, 2, . . . ; в
частности, имеем R0(t) = 1, R1(t) = t. Обозначим через F = Fm = F(α)
множество непрерывных на отрезке [−1, 1] функций f со свойствами:
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1) функция f представляется в виде ряда

f(t) =
∞∑

k=0

fkRk(t), (0.3)

коэффициенты {fk}∞k=0 которого удовлетворяют условиям:

f0 > 0, fk ≥ 0, k = 1, 2, . . . , (0.4)

f(1) =
∞∑

k=0

fk <∞; (0.5)

2) функция f – неположительная на отрезке [−1, 1
2
] :

f(t) ≤ 0,−1 ≤ t ≤ 1

2
. (0.6)

Известно [3], что множество Fm при каждом m ≥ 2 непусто. На этом мно-
жестве функций определим величину

wm = w(α) = inf

{
f(1)

f0

: f ∈ Fm

}
. (0.7)

Обсуждаемая здесь оценка сверху контактного числа τm приведена в сле-
дующем утверждении, содержащемся в работах [3], [4], [5], [6] (см. также
[8, гл.9, 13 и 14]). Это утверждение приведено здесь с доказательством, по-
скольку для дальнейшего важным является не только содержащееся в нем
неравенство (0.8), но и некоторые моменты из его обоснования.

Теорема A При любом m ≥ 2 имеет место неравенство

τm ≤ wm. (0.8)

Доказательство. Важнейшим свойством системы ультрасферических мно-
гочленов Rk = Rα,α

k , α = m−3
2
, k ≥ 0, на котором строится доказательство,

является свойство положительной определенности (см. [3], [8, гл.9]), состо-
ящее в том, что для произвольного конечного множества W ⊂ Sm−1 имеет
место неравенство ∑

x,y∈W

Rk(xy) ≥ 0, k = 0, 1, 2, . . . . (0.9)

Это свойство есть следствие следующего соотношения (см. [13, гл.4, §2])

Rk(xy) =
|Sm−1|
dk

dk∑
j=1

Yj(x)Yj(y),
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где |Sm−1| – площадь сферы Sm−1, {Y1, Y2, . . . , Ydk
} – ортонормированный

базис в пространстве сферических гармоник степени k. Действительно, из
этого соотношения следует, что

∑
x,y∈W

Rk(xy) =
∑

x,y∈W

|Sm−1|
dk

dk∑
j=1

Yj(x)Yj(y) =

=
|Sm−1|
dk

dk∑
j=1

∑
x,y∈W

Yj(x)Yj(y) =
|Sm−1|
dk

dk∑
j=1

∣∣∣∣∣∑
x∈W

Yj(x)

∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Свойство (0.9) является нетривиальным лишь при k ≥ 1, ибо, поскольку
R0(t) = 1, то ∑

x,y∈W

R0(xy) = |W |2, (0.10)

где |W | есть мощность множества W.
Для произвольного множества W ⊂ S со свойством (0.2) и функции

f ∈ F рассмотрим сумму∑
x,y∈W

f(xy) =
∑
x∈W

f(xx) +
∑

x, y ∈ W
x 6= y

f(xy).

В правой части этого соотношения первая сумма равна |W |f(1); вторая же,
в силу (0.2) и (0.6), не превосходит нуля. Поэтому справедлива оценка∑

x,y∈W

f(xy) ≤ |W |f(1).

С другой стороны, в силу (0.9), (0.10) и свойства 1) функции f ∈ F , имеем

∑
x,y∈W

f(xy) =
∑

x,y∈W

∞∑
k=0

fkRk(xy) = f0

∑
x,y∈W

R0(xy) +
∞∑

k=1

fk

∑
x,y∈W

Rk(xy) ≥ |W |2f0.

Сравнивая полученные оценки сверху и снизу суммы
∑

x,y∈W f(xy), видим,
что справедливо неравенство

|W | ≤ f(1)

f0

=

∑∞
k=0 fk

f0

.

Отсюда, в силу произвольности множестваW со свойством (0.2) и функции
f ∈ F , следует неравенство

τm ≤ inf

{
f(1)

f0

: f ∈ F
}
, (0.11)
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которое, очевидно, совпадает с неравенством (0.8). Теорема А доказана.
В работах [3], [4], [5], [6] и монографии [8, гл.9, 13 и 14] для оценки сверху

контактного числа на самом деле использовалось (содержащееся в (0.8))
неравенство

τm ≤ f(1)

f0

(0.12)

для конкретной функции f ∈ F . Более того, в качестве функции f всегда
брался многочлен; есть основания предполагать, что решение задачи (0.7)
при любом m ≥ 2 будет многочленом, т.е. представление (0.3) решения бу-
дет содержать лишь конечное число слагаемых. В случае m = 8, 24 функ-
ции (многочлены) f были выбраны так, что неравенство (0.12) дало оценку
сверху, совпадающую с известной оценкой снизу. Эта схема, как извест-
но, дает значение τm еще при m = 2. Итак, если m = 2, 8, 24, то неравен-
ство (0.8) дает точное значение τm, и, кроме того, в этих случаях τm = wm.К
настоящему времени неизвестно, существуют ли еще размерности m с та-
ким свойством или, более обще, с тем свойством, что τm совпадает с целой
частью [wm] числа wm.

В данной работе сделано следующее.
1) Выписана двойственная задача и приведена соответствующая теоре-

ма двойственности для задачи несколько более общей, чем (0.7). Как след-
ствие показано, что экстремальная функция задачи (0.7) может иметь лишь
конечное число слагаемых с четными номерами.

2) Дано точное решение задачи (0.7) при m = 4. При этом оказалось,
что w4 = 25.558429097 . . . , и решением является многочлен, близкий к вы-
писанному ранее в [4]. Наш результат означает, что неравенство (0.8) не
может дать для числа τ4 оценку сверху, лучшую, чем оценка сверху в (0.1),
полученная Э.Одлыжко и Н.Слоэном [4]. Следовательно, для того, чтобы
решить вопрос о том, каково же на самом деле значение числа τ4 : 24 или
25, нужно либо улучшить оценку снизу τ4, либо получить принципиально
новую оценку сверху.

Переформулируем в удобном для нас виде задачу (0.7). Очевидно, что
в (0.7) нижнюю грань достаточно брать на множестве F = Fm функций
f ∈ Fm, у которых f0 = 1. Поскольку Rα,α

0 = 1, то, следовательно, F есть
множество функций, представимых в виде

f(t) = 1 +
∞∑

k=1

xkR
α,α
k (t), α =

m− 3

2
, (0.13)

где {xk}∞k=1 есть суммируемая последовательность неотрицательных веще-
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ственных чисел, и при этом выполняется свойство (0.6). Полагаем

um = inf

{ ∞∑
k=1

xk : f = 1 +
∞∑

k=1

xkR
α,α
k ∈ Fm

}
. (0.14)

Ясно, что имеет место равенство

wm = 1 + um, (0.15)

и, значит, неравенство (0.8) можно записать в виде

τm ≤ 1 + um. (0.16)

В следующем пункте будет выписана двойственная задача для задачи несколь-
ко более общей, чем (0.14) и приведена соответствующая теорема двой-
ственности.

1 1.

Пусть C = C[a, b] есть (банахово) пространство непрерывных (веществен-
ных) функций на отрезке [a, b] с нормой ‖f‖C = max{|f(t)| : t ∈ [a, b]}, а
l = l1 – (банахово) пространство суммируемых последовательностей x =
{xk}∞k=1 вещественных чисел с нормой ‖x‖l =

∑∞
k=1 |xk|.ПустьR = {Rk}∞k=1

есть равномерно ограниченная последовательность непрерывных функций
на [a, b]. Введем множество G последовательностей x = {xk}∞k=1 ∈ l с
неотрицательными элементами xk ≥ 0, k ≥ 1, таких, что функция

f(t) = f(t, x) = 1 +
∞∑

k=1

xkRk(t) (1.1)

является неположительной на [a, b]; будем предполагать, что множество G
непусто. Нас интересует задача исследования величины

u = inf

{ ∞∑
k=1

xk : x = {xk}∞k=1 ∈ G
}

; (1.2)

эту задачу мы будем называть в дальнейшем также задачей (u). Запишем ее
в несколько иной, более удобной для изучения, форме.

Обозначим через C+ = C+[a, b] конус неотрицательных функций в про-
странстве C = C[a, b]. Относительно функции f ∈ +[a, b] будем писать, что
f ≥ 0; если же −f ∈ +[a, b], то будем писать, что f ≤ 0. В пространстве

6



l = l1 выделим конус l+ неотрицательных элементов, а точнее, элементов
x = {xk}∞k=1, удовлетворяющих ограничению xk ≥ 0, k ≥ 1. Условимся пи-
сать x ≥ 0 или x ≤ 0, если соответственно x ∈ l+ или −x ∈ l+. Пусть
A : l→ C есть линейный оператор, определенный формулой

(Ax)(t) =
∞∑

k=1

xkRk(t). (1.3)

Задачу (u) можно переписать в следующем виде

u = inf

{ ∞∑
k=1

xk : x ≥ 0, Ax+ 1 ≤ 0

}
. (1.4)

Видно, что это есть задача (бесконечномерного) линейного программиро-
вания (см., например, монографию [14]).

Выпишем для (u) двойственную задачу. Сопряженное для C[a, b] про-
странство C∗ = C∗[a, b] непрерывных линейных функционалов на C[a, b]
можно отождествить с пространством V = V [a, b] функций ограниченной
вариации на [a, b], и при этом непрерывный линейный функционал на C[a, b]
определяется функцией µ ∈ V с помощью интеграла Римана-Стильтьеса
по формуле

(µ, f) =
∫ b

a
f(t)dµ(t). (1.5)

Сопряженным пространством l∗ для пространства l = l1 суммируемых по-
следовательностей является пространство l∞ ограниченных последователь-
ностей y = {yk}∞k=1, и непрерывный линейный функционал на l определяет-
ся элементом y ∈ l∞ по формуле

(y, x) =
∞∑

k=1

xkyk.

ОператорA, определенный формулой (1.3), является линейным ограничен-
ным оператором из l в C. Сопряженный ему оператор A∗ является линей-
ным ограниченным оператором из V = C∗ в l∞ = l∗; он определяется из
соотношения

(µ,Ax) = (A∗µ, x), µ ∈ V, x ∈ l.
Нетрудно видеть, что этот оператор на функциях µ ∈ V задается формулой

A∗µ = {µk}∞k=1,

где

µk =
∫ b

a
Rk(t)dµ(t), k ≥ 1. (1.6)
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Кроме того, определим величину µ0 следующим образом

µ0 =
∫ b

a
1dµ(t).

Пусть V + = V +[a, b] есть конус в V , сопряженный конусу C+, обра-
зованный элементами µ ∈ V, удовлетворяющими условию (µ, f) ≥ 0 для
любой функции f ∈ C+. Нетрудно понять, что V + состоит из неубывающих
на отрезке [a, b] функций. Функцию µ ∈ V +[a, b] мы будем называть иногда в
дальнейшем мерой (на [a, b]). Множество l+∞, состоящее из последователь-
ностей y = {yk}∞k=1 ∈ l∞ с неотрицательными координатами yk является
конусом в l∞, сопряженным конусу l+. Если y ∈ l+∞ или −y ∈ l+∞, то будем
соответственно писать y ≥ 0 и y ≤ 0.

Положим
v = sup

{
µ0 : µ ∈ V +, A∗µ+ e ≥ 0

}
, (1.7)

где e = {1}∞k=1 есть последовательность из l∞, каждый элемент которой
равен 1; в дальнейшем последовательность e будет обозначаться символом
1. Задачу исследования величины (1.7) будем называть также задачей (v).
Это есть классическая двойственная задача для задачи (u) (см., например,
[14, гл.2, п.2.3]).

Исходя из дальнейших применений взаимосвязи прямой и двойственной
задач, приведем схему возникновения двойственной задачи (v).

Лемма 1.1 Если допустимое множество G задачи (u) непусто, то
1) для любой функции µ ∈ V +, µ 6= const, величина

µ∞ = inf{µk, k ≥ 1} (1.8)

отрицательная: µ∞ < 0,
2) для (1.7) имеет место представление

v = sup

{
µ0

−µ∞
: µ ∈ V +, µ 6= const

}
. (1.9)

Доказательство. Для функции µ ∈ V + и последовательности x ∈ G, то
есть последовательности x = {xk}∞k=1 из конуса l+, для которой функция
f, определенная формулой (1.1), неположительна на отрезке [a, b], будем
иметь следующие соотношения

0 ≥ (µ, f) =
∫ b

a
f(t)dµ(t) = µ0 +

∞∑
k=1

µkxk, (1.10)
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µ0 =
∫ b

a
1dµ(t) = µ(b)− µ(a).

Из (1.10) следует неравенство

0 ≥ µ0 + µ∞
∞∑

k=1

xk; (1.11)

напомним, что величина µ∞ определена в (1.8).
Если µ = const, то последнее неравенство превращается в бессодер-

жательное равенство 0 = 0. Допустим, что µ ∈ V +, µ 6= const, и, значит,
µ0 > 0. Любой элемент x = {xk}∞k=1 ∈ G, очевидно, ненулевой, и потому
для него

∑∞
k=1 xk > 0. В силу этого из (1.11) следует, что µ∞ < 0. Неравен-

ство (1.11) можно переписать теперь в виде

∞∑
k=1

xk ≥
µ0

−µ∞
, (1.12)

а это влечет оценку
u ≥ v, (1.13)

в которой величина v определена, пока, соотношением (1.9).
Убедимся, что для величины v имеет место также формула (1.7). Дей-

ствительно, в (1.9), очевидно, можно ограничиться функциями µ ∈ V + с
µ∞ = −1, т.е. v = sup {µ0 : µ ∈ V +, µ∞ = −1} . Допустим, что функция
µ ∈ V +, µ 6= const, такова, что µ∞ > −1 (напомним, что при этом µ∞ <
0). Тогда функция λ = (−µ∞)−1µ принадлежит множеству V + и для нее
λ∞ = −1, λ0 > µ0. Поэтому для v имеет место формула

v = sup
{
µ0 : µ ∈ V +, µ∞ ≥ −1

}
, (1.14)

совпадающая, очевидно, с (1.7). Лемма доказана.

Замечание 1.1 Из приведенных только что рассуждений видно, что если
на функции µ ∈ V + достигается верхняя грань в (1.7) или, то же самое, в
(1.14) (т.е. если µ есть решение этих задач), то µ∞ = −1.

Следующее утверждение, как мы увидим, вытекает из общих фактов те-
ории двойственности задач (бесконечномерного) линейного программиро-
вания.

Теорема 1.1 Предположим, что допустимое множествоG задачи (u)
непусто. Тогда

9



1) задачи (u) и (v) связаны соотношением двойственности

u = v; (1.15)

2) каждая из задач (u) и (v) имеет решение, т.е. существуют по-
следовательность x ∈ G и функция µ ∈ V +, µ 6= const, на которых в
(1.4) и (1.9) достигаются соответственно нижняя и верхняя гра-
ни;

3) последовательность x = {xk}∞k=1 ∈ G и функция µ ∈ V +, явля-
ются решениями соответственно задач (1.4) и (1.9) в том и только
том случае, если они обладают следующими свойствами:

(µ, f) =
∫ b

a
f(t)dµ(t) = 0, где f(t) = 1 +

∞∑
k=1

xkRk(t),

и если номер k ≥ 1 таков, что

µk =
∫ b

a
Rk(t)dµ(t) > µ∞ = min{µk : k ≥ 1},

то xk = 0.

Доказательство теоремы будет проведено с использованием результатов,
приведенных во второй и третьей главах монографии [14], причем формаль-
но эти результаты следует применять не к задачам (u), (v), а к эквивалент-
ным им задачам

−u = sup

{
−

∞∑
k=1

xk : x ≥ 0, Ax+ 1 ≤ 0

}
,

−v = inf
{
−µ0 : µ ∈ V +, A∗µ+ 1 ≥ 0

}
.

Для ε > 0 рассмотрим задачу

u(ε) = inf

{ ∞∑
k=1

xk : x ≥ 0, Ax+ 1 ≤ ε

}
,

являющуюся ε-расширением задачи (u).Легко убедиться, что если 0 < ε <
1, то u(ε) = (1 − ε)u, а потому величина u = lim

ε→+0
u(ε) совпадает с u; этот

факт означает, что исходная задача (u) корректна. Отсюда (см. теорему 1.1
главы 3 книги [14]) следует равенство (1.15).

Пространство l является сопряженным для банахова пространства c0
сходящихся к нулю последовательностей y = {yk}∞k=1 вещественных чисел
с нормой ‖y‖c0 = max{|yk| : k ≥ 1}. Конус l+ является слабо∗ замкнутым
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множеством (т.е. замкнутым в топологии σ(l, c0) в стандартных обозначе-
ниях [15] и [16]) в пространстве l. К задаче (u) применима лемма 1.3 главы
3 из [14]. В силу этой леммы задача (1.4) имеет решение x ∈ G.

Допустим, что элемент x = {xk}∞k=1 принадлежит множествуG, т.е. удо-
влетворяет ограничениям задачи (1.4). При любом ε > 1 имеем

1 +
∞∑

k=1

εxkRk(t) ≤ 1− ε, t ∈ [a, b].

Следовательно, точка εx обладает тем свойством, что функция g = −1 −
A(εx) является внутренней точкой конуса C+. Таким образом, для задачи
(1.4) выполняется условие Слейтера (см., например, [14, гл.3, §2]). Отсюда
следует (см. теорему 2.1 и следствие 2.1 гл.3 из [14]), что существует функ-
ция µ, на которой в (1.7) достигается верхняя грань. Для этой функции, как
мы видели выше (см. замечание 1.1), имеет место равенство µ∞ = −1. По-
этому на функции µ достигается верхняя грань также и в (1.9).

Пусть элементы x ∈ G и µ ∈ V +, µ 6= const, являются решениями
задач (1.4) и (1.9) соответственно. На этих элементах неравенство (1.13)
обращается в равенство. Из доказательства (1.13) легко сделать вывод, что
эти x и µ обладают свойствами, указанными в третьем утверждении тео-
ремы. В частности, найдется номер k∗ ≥ 1, на котором достигается ми-
нимум: µk∗ = min{µk : k ≥ 1} = µ∞. Обратно, если пара x ∈ G и
µ ∈ V +, µ 6= const, обладает указанными в теореме свойствами, то на ней
неравенство (1.13) обращается в равенство. В этом случае имеем

∞∑
k=1

xk = u = v =
µ0

−µ∞
,

и, следовательно, последовательность x и функция µ являются решениями
задач (1.4) и (1.9) соответственно. Теорема доказана.

Меру µ = µ∗ ∈ V +, являющуюся решением двойственной задачи (v) и
одновременно функцию

f(t) = f ∗(t) = 1 +
∞∑

k=1

xkRk(t) ∈ F, (1.16)

являющуюся решением прямой задачи (u) можно охарактеризовать в тер-
минах "квадратурной формулы"с определенными экстремальными свойства-
ми на классе Φ функций ϕ ∈ C[a, b], представимых рядами

ϕ(t) = ϕ0 +
∞∑

k=1

ϕkRk(t)
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с суммируемой последовательностью {ϕk}∞k=0 вещественных (необязатель-
но неотрицательных) коэффициентов:

∑∞
k=0 |ϕk| < ∞; эта характеризация,

по существу, будет означать хорошо известный факт, что экстремальная па-
ра f ∈ F, µ ∈ V + характеризуется тем, что она является седловой точкой
соответствующей функции Лагранжа.

Следствие 1.1 В предположении, что допустимое множество G за-
дачи (u) непусто, справедливы следующие утверждения.

I. Если мера µ ∈ V +, µ 6= const, является решением задачи (1.9), то
на множестве функций ϕ ∈ Φ имеет место формула

ϕ0 = Ω
∫ b

a
ϕ(t)dµ(t) + Γ

∞∑
k=1

ϕk −
∞∑

k=1

γkϕk, ϕ ∈ Φ, (1.17)

с коэффициентами

Ω =
1

µ0

> 0, Γ =
1

u
> 0, γk =

µk − µ∞
µ0

≥ 0 (k ≥ 1), (1.18)

и при этом для экстремальной функции (1.16) задачи (1.2) выполня-
ются условия ∫ b

a
f(t)dµ(t) = 0, (1.19)

xk = 0, если γk > 0, k ≥ 1. (1.20)

II. Обратно, если мера µ ∈ V +, µ 6= const, такова, что на клас-
се функций ϕ ∈ Φ имеет место формула (1.17) с неотрицательными
коэффициентами Ω,Γ, γk(k ≥ 1), и, кроме того, существует функ-
ция f ∈ F, разложение (1.16) которой обладает свойствами (1.19) –
(1.20), то

1) мера µ является решением двойственной задачи (1.9),
2) для коэффициентов Ω,Γ, γk(k ≥ 1) формулы (1.17) выполняют-

ся соотношения (1.18),
3) функция f является решением прямой задачи (1.2).

Доказательство. Для любой пары функций ϕ ∈ Φ, µ ∈ V имеем

(µ, ϕ) =
∫ b

a
ϕ(t)dµ(t) =

∞∑
k=0

µkϕk = µ0ϕ0 + µ∞
∞∑

k=1

ϕk +
∞∑

k=1

(µk − µ∞)ϕk,

(1.21)
где µ∞ = inf {µk : k ≥ 1} . Отсюда следует, что каждая мера µ ∈ V +, µ 6=
const, порождает на множестве функций ϕ ∈ Φ формулу

ϕ0 =
1

µ0

∫ b

a
ϕ(t)dµ(t)− µ∞

µ0

∞∑
k=1

ϕk −
∞∑

k=1

µk − µ∞
µ0

ϕk. (1.22)
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Если мера µ = µ∗ ∈ V +, µ 6= const, является решением задачи (1.9), то
формула (1.22) принимает вид (1.17) – (1.18). Свойства (1.19) – (1.20) экс-
тремальной функции f ∈ F содержатся в третьем утверждении теоремы
1.1.

Докажем обратное утверждение. Итак, допустим, что для функций ϕ ∈
Φ имеет место формула (1.17) с неотрицательными коэффициентами. Если
ϕ ∈ F , то в формуле (1.17)∫ b

a
ϕ(t)dµ(t) ≤ 0,

∞∑
k=1

γkϕk ≥ 0,

и, как следствие, справедливо неравенство

ϕ0 ≤ Γ
∞∑

k=1

ϕk.

Отсюда вытекает, что Γ > 0, и для любой функции ϕ ∈ F имеет место
оценка

1

ϕ0

∞∑
k=1

ϕk ≥
1

Γ
.

На функции f ∈ F со свойствами (1.19) – (1.20) последняя оценка дости-
гается. Поэтому имеют место равенства

inf

{
1

ϕ0

∞∑
k=1

ϕk : ϕ ∈ F
}

=
1

Γ
= u =

∞∑
k=1

xk;

последнее равенство означает, что функция f является экстремальной в за-
даче (1.2). Подставив в формулу (1.17) функцию ϕ(t) ≡ 1 ∈ Φ, получаем
соотношение 1 = Ωµ0 или, то же самое, Ω = 1

µ0
. Взяв теперь в формуле

(1.17) функцию ϕ(t) = Rk(t), k ≥ 1, получаем соотношение

0 =
µk

µ0

+ Γ− γk (1.23)

или −µk

µ0
= Γ − γk. Поскольку по предположению γk ≥ 0, то имеем оценку

−µk

µ0
≤ Γ и, как следствие, оценку −µ∞

µ0
≤ Γ. Эту оценку можно записать в

виде µ0

−µ∞
≥ 1

Γ
= u. Отсюда, в силу определения (1.9) величины v и первого

утверждения теоремы 1.1, следует, что µ0

−µ∞
= v, и, таким образом, мера µ

является экстремальной в задаче (1.9). Соотношение (1.23) влечет также
третье соотношение в (1.18). Все утверждения следствия 1.1 доказаны.

Следствие 1.2 Допустим, что функции Rk последовательности R =
{Rk}∞k=1 ⊂ C[a, b] равномерно ограничены и (поточечно) сходятся к
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нулю на отрезке [a, b]. Тогда решение x = {xk}∞k=1 задач (1.2), (1.4)
содержит лишь конечное число отличных от нуля элементов xk, и,
значит, соответствующая функция f(t) = 1 +

∑∞
k=1 xkRk(t) также

содержит лишь конечное число слагаемых.
Если последовательность функций Rk равномерно сходится к ну-

лю на отрезке [a, b], и число K выбрано так, чтобы при k ≥ K выпол-
нялось неравенство

ρk = ‖Rk‖C[a,b] <
1

u
, (1.24)

где u есть значение задачи (1.4), то xk = 0 для номеров k ≥ K, и, зна-
чит, соответствующая функция f будет содержать не более, чемK
слагаемых: f(t) = 1 +

∑K
k=1 xkRk(t).

Доказательство. По предположению функции Rk равномерно ограничены
и всюду на отрезке [a, b] сходятся к нулю. Отсюда, в силу теоремы Лебега о
мажорантной сходимости (см., например, [17, гл.V, §5, п.4]), следует, что для
любой функции µ ∈ V и, в частности, для функции µ, являющейся решени-
ем двойственной задачи (1.9), будет иметь место свойство µk → 0, k → ∞.
Поскольку при этом µ∞ = min{µk : k ≥ 1} < 0, то существует лишь ко-
нечное число номеров k, таких, что µ∞ = µk. В силу третьего утверждения
теоремы 1.1 это влечет первое утверждение следствия. Далее, для экстре-
мальной меры µ ∈ V + при любом k имеем

|µk| =
∣∣∣∣∣
∫ b

a
Rk(t)dµ(t)

∣∣∣∣∣ ≤ ρkµ0 = ρku|µ∞|.

Поэтому, если для номера k выполняется условие (1.24), то для этого но-
мера |µk| < |µ∞| и, тем более, µk > µ∞. Утверждение следствия доказано
полностью.

Рассмотрим систему R = Rα,β = {Rk}∞k=1, α > −1, β > −1, многочле-
нов Якоби Rk = Rα,β

k порядка k, ортогональных на отрезке [−1, 1] с весом
(1 − t)α(1 + t)β и нормированных условием Rk(1) = 1. Соответствующая
задача (1.2) для системы R на отрезке [a, b] = [−1, s], где −1 < s < 1, изу-
чалась в работах [3], [6], [7] и в монографии [8, гл.9] в связи с исследовани-
ем верхних границ упаковок компактных римановых симметрических про-
странств ранга 1. Так в работе [3] доказано, что если пара индексов α, β та-
кова, что произведение любых двух многочленов Якоби представимо в виде
линейной комбинации многочленов Якоби с неотрицательными коэффици-
ентами или, что то же самое,∫ 1

−1
Rk(t)Rl(t)Rn(t)(1− t)α(1 + t)βdt ≥ 0 для всех натуральныхk, l, n,

(1.25)
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то при любом s ∈ (−1, 1) допустимое множество G = Gα,β(s) задачи (1.2)
(или, то же самое, соответствующее множество F = Fα,β(s) функций (1.1))
непусто. В частности, неравенство (1.25) выполняется [18] (см. также [19])
при α ≥ β ≥ −1/2. Известно (см. [20, с.175]), что при α > β ≥ −1/2
многочлены Якоби Rα,β

k равномерно сходятся к нулю на отрезке [−1, s] для
любого фиксированного s ∈ (−1, 1). Отсюда с помощью следствия 1.2 по-
лучаем такое утверждение.

Следствие 1.3 В случае

R = Rα,β = {Rα,β
k }∞k=1, α > β ≥ −1

2
,

в задаче (1.2) на отрезке [−1, s], s ∈ (−1, 1), экстремальная функ-
ция существует и является многочленом (конечной степени); суще-
ствует также экстремальная мера µ = µα,β ∈ V +[−1, s] в соответ-
ствующей двойственной задаче (1.9), и эта мера будет сосредото-
чена лишь в конечном числе точек.

Лемма 1.2 Допустим, что функцииRk последовательностиR = {Rk}∞k=1 ⊂
C[a, b] равномерно ограничены на отрезке [a, b] и (поточечно) схо-
дятся к нулю на полуинтервале (a, b]. Тогда для любой функции µ ∈
V [a, b] выполняется соотношение∫ b

a
Rk(t)dµ(t) = Rk(a)

(
µ(a+ 0)− µ(a)

)
+ o(1), k →∞. (1.26)

Доказательство. Пусть µ ∈ V [a, b].Обозначим через µ∗ функцию, опреде-
ленную следующим образом

µ∗(a) = µ(a+ 0),

µ∗(t) = µ(t), t ∈ (a, b].

Тогда имеем

µk =
∫ b

a
Rk(t)dµ(t) = Rk(a)

(
µ(a+ 0)− µ(a)

)
+
∫ b

a
Rk(t)dµ

∗(t). (1.27)

По условию функцииRk сходятся к нулю на полуинтервале (a, b]. Посколь-
ку функция µ∗ непрерывна в точке a (справа), то, следовательно, последо-
вательностьRk сходится к нулю почти всюду на [a, b] относительно меры µ∗.
Кроме того, предполагается, что функции Rk равномерно ограничены. По-
этому, согласно теореме Лебега о мажорантной сходимости, можно утвер-
ждать, что ∫ b

a
Rk(t)dµ

∗(t) → 0, k →∞. (1.28)

Из соотношений (1.28) и (1.27) следует утверждение (1.26).
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2 2.

Задача (0.14) есть частный случай задачи (1.4); двойственной для (0.14) бу-
дет являться задача вычисления величины

vm = sup

{
µ0

−µ∞
: µ ∈ V +

[
−1,

1

2

]
, µ 6= const

}
, (2.1)

где

µ∞ = inf{µk : k ≥ 1}, µk =
∫ 1

2

−1
Rα,α

k (t)dµ(t), α =
m− 3

2
.

Как мы уже отмечали выше, множество F = Fm при каждомm ≥ 2 непусто
[3]. Поэтому для задач (0.14) и (2.1) имеет место следующее утверждение,
содержащееся в теореме 1.1.

Теорема 2.1 При любом m ≥ 2 для задач (0.14) и (2.1) справедливы
утверждения.

I. Задачи (0.14) и (2.1) связаны соотношением двойственности

um = vm. (2.2)

II. Каждая из задач (0.14) и (2.1) имеет решение, т.е. существу-
ют функция

f(t) = 1 +
∞∑

k=1

xkR
α,α
k (t), α =

m− 3

2
, (2.3)

принадлежащая множеству F = Fm (т.е. удовлетворяющая ограни-
чениям (0.4) - (0.6)), и функция µ ∈ V + = V +[−1, 1

2
], µ 6= const, на

которых в (0.14) и (2.1) достигаются соответственно нижняя и
верхняя грани.

III. Функции f ∈ Fm и µ ∈ V + являются решениями соответ-
ственно задач (0.14) и (2.1) в том и только том случае, если они
обладают следующими свойствами:

1) определяемая функцией µ мера сосредоточена на множестве
нулей функции f из отрезка [−1, 1

2
],

2) если номер k ≥ 1 таков, что µk > µ∞, то соответствующий
коэффициент xk в разложении (2.3) равен нулю: xk = 0.

Замечание 2.1 Многочлены Rk = Rα,α
k являются четными или нечетными

в соответствии с тем, будет ли число k четным или нечетным, что, в частно-
сти, влечет свойство Rk(−1) = (−1)k. Кроме того, известно (см., например,
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[20, с.175]), что Rk(t) → 0, k → ∞, для t ∈ (−1, 1), α > −1/2. Поэтому,
согласно лемме 1.2, для любой функции µ ∈ V [−1, 1

2
] и, в частности, для

экстремальной функции µ ∈ V + имеем

µk = (−1)k
(
µ(−1 + 0)− µ(−1)

)
+ o(1), k →∞. (2.4)

Далее, согласно лемме 1.1, справедливо свойство µ∞ < 0, и, значит, ра-
венство µk = µ∞ может выполняться лишь для конечного числа четных
номеров k. Отсюда, в силу третьего утверждения теоремы 2.1, следует, что
при любом m ≥ 3 экстремальная функция (2.3) задачи (0.14) может иметь
лишь конечное число ненулевых слагаемых с четными номерами k. В связи
с этим полезно отметить, что любая функция f ∈ Fm, а значит, и экстре-
мальная функция (2.3) задачи (0.14) обязательно имеет ненулевые слага-
емые как с нечетными, так и с четными номерами k ≥ 1. Действительно,
функция f ∈ Fm не может быть четной, ибо у нее f(−1) ≤ 0, f(1) > 0.
Точно так же, функция f(t) − 1 не может быть нечетной, ибо в этом случае
f(0) − 1 = 0, и, как следствие, f(0) = 1, что противоречит предположению
f(0) ≤ 0.

3 3.

Ниже в данной работе будет дано решение задач (0.7), (0.14) и (2.1) дляm =

4. При m = 4 многочлены Rk = R
1
2
, 1
2

k являются многочленами Чебышева
второго рода, нормированными условием Rk(1) = 1; здесь эти многочлены
будут обозначаться символами Pk. Итак, нас интересует величина

w = w4 = inf

{
f(1)

f0

: f ∈ F4

}
(3.1)

на множестве F = F4 функций f, представимых рядами

f(t) =
∞∑

k=0

fkPk(t) (3.2)

(по многочленам Чебышева второго рода), коэффициенты которых неотри-
цательные, а точнее, f0 > 0, fk ≥ 0, k = 1, 2, . . . , и удовлетворяющих
условию f(1) =

∑∞
k=0 fk < ∞; кроме того, предполагается, что функции

f ∈ F4 неположительные на отрезке J = [−1, 1
2
].

Как уже отмечалось, 24 ≤ τ4 ≤ 25. Оценка снизу τ4 ≥ 24 известна
давно; эту оценку дают конкретные классические сферические коды W ⊂
S3 ⊂ R4, которые можно найти, например, в монографии [8, Т.1, гл.1, §2,
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п.2.4]. Оценка сверху τ4 ≤ 25 была получена Э.Одлыжко и Н.Слоэном [4]
(см. также [8, гл.13]) с помощью неравенства (0.12). Для обоснования этой
оценки они нашли конкретную функцию f ∈ F4, а точнее, многочлен девя-
той степени

f(t) = 1 +
9∑

k=1

akP
∗
k (t), (3.3)

в разложении которого по многочленам Чебышева второго рода P ∗k , норми-
рованных условием

P ∗k (1) =

(
k + 1

2

k

)
=

(
1 + 1

2

) (
2 + 1

2

)
. . .
(
k + 1

2

)
k!

, k ≥ 1,

коэффициенты ak имеют следующие значения a1 = 2.412237, a2 = 3.261973, a3 =
3.217960, a4 = 2.040011, a5 = 0.853848, a6 = a7 = a8 = 0, a9 = 0.128520.
Для этой функции f(1) ≤ 25.5585, а отсюда следует, что τ4 ≤ 25.

Приведенный только что результат Э.Одлыжко и Н.Слоэна влечет оцен-
ку

w4 ≤ 25.5585. (3.4)

Из дальнейшего будет видно, что эта оценка дает практически точное значе-
ние величины w4, и многочлен (3.3) весьма близок к решению задачи (3.1).

Точное решение задачи (3.1) было нами получено по следующей схеме.
Вначале мы провели эксперимент на компьютере, численно решая задачу
линейного программирования, являющуюся дискретизацией задачи (3.1);
дискретизация состояла в том, что бесконечная сумма (3.2) была замене-
на на довольно большую конечную (до 40 слагаемых), и условие неполо-
жительности функции f на отрезке J = [−1, 1

2
] было заменено аналогичным

условием на достаточно густой сетке из отрезка J.В результате был получен
многочлен

f ∗(t) =
9∑

k=0

f ∗kPk(t), (3.5)

практически совпадающий с многочленом (3.3). Многочлен f ∗ обладает сле-
дующими особенностями:

1) его коэффициенты f ∗k с номерами k = 6, 7, 8 равны нулю:

f ∗6 = f ∗7 = f ∗8 = 0, (3.6)

а остальные – положительные,
2) многочлен f ∗ имеет на отрезке J три двойных корня a, b, c и простой

корень d = 1
2
,

− 1 < a < b < c < d =
1

2
, (3.7)
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кроме того, f ∗ имеет пару комплексно сопряженных корней.
Допустим теперь, что точное решение f ∗ задачи w4 имеет указанный

здесь вид (3.5) – (3.7). В силу теоремы 2.1 можно утверждать, что реше-
ние µ∗ ∈ V +[J ] соответствующей двойственной задачи (т.е. задачи (2.1) для
m = 4) есть мера, сосредоточенная в точках a, b, c, d, и, значит, на функциях
f ∈ C(J) имеет место формула

(µ∗, f) =
∫ 1

2

−1
f(t)dµ∗(t) = Af(a) + Bf(b) + Cf(c) +Df(d), (3.8)

где A,B, C,D – неотрицательные вещественные числа, являющиеся зна-
чениями меры µ∗ точек a, b, c, d и называемые далее весами. При сделан-
ных предположениях функция f ∗ и мера µ∗ будут удовлетворять следующим
условиям.

1) Функция f ∗ имеет вид

f ∗(t) = (t− a)2(t− b)2(t− c)2
(
t− 1

2

)
g2(t),

где g2(t) = t2 + qt + r есть многочлен второго порядка с двумя комплексно
сопряженными корнями.

2) Разложение (3.5) функции f ∗ по многочленам Чебышева второго рода
имеет неотрицательные коэффициенты f ∗k , и при этом f ∗6 = f ∗7 = f ∗8 = 0.

3) ПараметрыA,B, C,D меры µ∗ таковы, что коэффициенты

µk =
∫ 1

2

−1
Pk(t)dµ

∗(t) = APk(a) + BPk(b) + CPk(c) +DPk(d)

обладают свойствами

µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = µ5 = µ9(= µ∞);

можно считать, что мера µ∗ нормирована так, что это общее значение коэф-
фициентов равно−1 : µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = µ5 = µ9 = −1.

Перечисленные условия дают систему девяти (нелинейных) уравнений
с девятью неизвестными, которыми являются параметры a, b, c,A,B, C,D и
два коэффициента q, r многочлена g2(t) = t2 + qt + r. Полученную систе-
му мы успешно решили на компьютере с помощью пакета аналитических
вычислений Maple.

Расчеты на компьютере позволили нам построить функции f ∗ и µ∗; экс-
тремальность же этой пары функций обосновывается ниже аналитически,
без привлечения компьютера. В приводимых рассуждениях мы выписыва-
ем приближенные значения всех встречающихся переменных (корней урав-
нений и необходимых функций этих корней), что позволит читателю, при
необходимости, провести нужную локализацию этих переменных.
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Численные расчеты на компьютере дискретного аналога задачи (3.1) бы-
ли осуществлены авторами посредством программы решения задач линей-
ного программирования с малым числом неизвестных и большим числом
ограничений, любезно предоставленной нам Л.В.Петрак; при проведении
аналитических расчетов на компьютере в пакете Maple большую помощь
нам оказали С.В.Бердышев и М.В.Дейкалова. Всем им авторы весьма бла-
годарны.

Для формулировки результатов оставшейся части работы нам понадо-
бятся несколько определений и обозначений. ПустьH есть следующий мно-
гочлен седьмой степени

H(z) = z7 +
23

8
z6 +

29

12
z5 − 11

96
z4 − 185

144
z3 − 877

1152
z2 − 3

16
z − 9

512
. (3.9)

Он имеет три вещественных и четыре комплексных корня:

ξ1 = −1.368502640 . . . ,

ξ2 = −0.320830326 . . . ,

ξ3 = 0.739659011 . . . ,

ξ4,5 = −0.659115894 . . .± i · 0.230039449 . . . ,

ξ6,7 = −0.303547128 . . .± i · 0.137565088 . . . .

Особую роль в дальнейшем будет играть наименьший вещественный ко-
рень; нам удобно обозначить его через ξ. Таким образом,

ξ = ξ1 = −1.368502640 . . . . (3.10)

Введем четыре числа, которые выражаются через ξ по формулам

η =
−33− 100ξ + 36ξ2 + 96ξ3

48 + 144ξ
= 0.501597587 . . . , (3.11)

ζ = −1

4
− ξ

3
− η

2
= −0.044631247 . . . , (3.12)

q = 2ξ +
1

2
= −2.237005280 . . . , (3.13)

r = 3ξ2 + ξ − 2η − 7

4
= 1.496700613 . . . . (3.14)

Теперь с помощью чисел ξ, η, ζ, q, r определим многочлен девятой степени

f ∗(t) =
(
t− 1

2

)
(t3 − ξt2 + ηt− ζ)2(t2 + qt+ r); (3.15)

20



обозначим через f ∗k коэффициенты в разложении

f ∗(t) =
9∑

k=0

f ∗kPk(t) (3.16)

f ∗ по многочленам Чебышева второго рода. Пусть, наконец, a < b < c есть
корни многочлена

z3 − ξz2 + ηz − ζ; (3.17)

эти корни имеют следующие приближенные значения

a = −0.827548728 . . . , b = −0.409134511 . . . , c = −0.131819400 . . . .
(3.18)

Одним из основных результатов данной работы является следующее утвер-
ждение.

Теорема 3.1 Функция f ∗, определенная с помощью соотношений (3.9)-
(3.16), принадлежит множествуF4 и является единственной (с точ-
ностью до положительного множителя) экстремальной функцией
(решением) задачи (3.1); помимо того, справедливы равенства

w4 =
f ∗(1)

f ∗0
=

8ξ − 18η − 15

ξ
= 25.558429097 . . . . (3.19)

Соответствующая двойственная задача (т.е. задача (2.1) при m=4)
имеет единственное (с точностью до положительного множителя)
решение µ∗, являющееся мерой, сосредоточенной в точках a, b, c и 1

2
,

которая задает на пространстве непрерывных на отрезке [−1, 1
2
]

функций f функционал

(µ∗, f) =
∫ 1

2

−1
f(t)dµ∗(t) = M(a)f(a)+M(b)f(b)+M(c)f(c)+M

(
1

2

)
f
(

1

2

)
(3.20)

с весами

M(a) =
2 + 3(b+ c) + 6bc

8(a− 1)
(
a− 1

2

)
(a− b)(a− c)

· 8ξ − 18η − 15

ξ
= 3.169774489 . . . ,

M(b) =
2 + 3(a+ c) + 6ac

8(b− 1)
(
b− 1

2

)
(b− a)(b− c)

· 8ξ − 18η − 15

ξ
= 4.805310571 . . . ,

M(c) =
2 + 3(a+ b) + 6ab

8(c− 1)
(
c− 1

2

)
(c− a)(c− b)

· 8ξ − 18η − 15

ξ
= 7.442808460 . . . ,

M
(

1

2

)
= 2 · 3 + 2ξ + 6η

9 + 2ξ + 24η
· 8ξ − 18η − 15

ξ
= 9.140535577 . . . ;(3.21)
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для меры µ∗ коэффициенты Фурье µ∗k =
∫ 1

2
−1 Pk(t)dµ

∗(t) и величина µ∗∞ =
min{µ∗k : k ≥ 1} обладают свойствами

µ∗1 = µ∗2 = µ∗3 = µ∗4 = µ∗5 = µ∗9 = µ∗∞ = −1, (3.22)

µ∗k > µ∗∞ = −1, k ≥ 1, k 6= 1, 2, 3, 4, 5, 9. (3.23)

Предварительно докажем несколько вспомогательных утверждений. Ни-
же будут использоваться следующие известные (см., например, [21, с.30])
разложения степеней переменной через многочлены

Un(t) = (n+ 1)Pn(t) =
sin(n+ 1)θ

sin θ
, t = cos θ, n = 0, 1, 2, . . . , (3.24)

Чебышева второго рода:

1 = U0(t),

t =
1

2
U1(t),

t2 =
1

4

(
U2(t) + U0(t)

)
,

t3 =
1

8

(
U3(t) + 2U1(t)

)
,

t4 =
1

16

(
U4(t) + 3U2(t) + 2U0(t)

)
,

t5 =
1

32

(
U5(t) + 4U3(t) + 5U1(t)

)
, (3.25)

t6 =
1

64

(
U6(t) + 5U4(t) + 9U2(t) + 5U0(t)

)
,

t7 =
1

128

(
U7(t) + 6U5(t) + 14U3(t) + 14U1(t)

)
,

t8 =
1

256

(
U8(t) + 7U6(t) + 20U4(t) + 28U2(t) + 14U0(t)

)
,

t9 =
1

512

(
U9(t) + 8U7(t) + 27U5(t) + 48U3(t) + 42U1(t)

)
.

Лемма 3.1 Функция f ∗, определенная с помощью соотношений (3.9)-
(3.15), принадлежит множеству F4.

Доказательство. В правой части (3.15) многочлен g2(t) = t2 + qt+ r поло-

жительный на всей вещественной оси, ибо min{g2(t) : t ∈ R} = r −
(

q
2

)2
=

0.245652457 . . . > 0. Поэтому

f ∗(t) ≤ 0, −1 ≤ t ≤ 1

2
. (3.26)
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Нам осталось доказать, что в разложении (3.16) функции (3.15) по мно-
гочленам Чебышева второго рода коэффициенты f ∗k неотрицательные, при-
чем f ∗0 > 0. Вначале разложим f ∗ по степеням переменной t :

f ∗(t) =
9∑

k=0

ckt
k. (3.27)

С помощью формул (3.9) – (3.15) получаем

c9 = 1, c8 = 0, c7 = −2, c6 = 0,

c5 = −2ζξ − 3η2 − 2ξη − 4η + 3ξ3 − ξ2 − 7ξ

4
+ 3ξ4 = 1.844949212 . . . ,

c4 = 2η2 + 2ζη − 2ζξ2 + 6η2ξ + 4ζ − 2ηξ2 + 3ηξ − 6ηξ3 +
7η

4
− 3ξ4

2
− ξ3

2
+

+
7ξ2

8
= 0.693337331 . . . ,

c3 = −2ζη + ζ2 + 3ζξ2 − 3ζξ − 2η2ξ − 2η2 − 8ζηξ + 6ζξ3 − 2η3 + 3η2ξ2 −

− 7ζ

4
+ 3ηξ3 + ηξ2 − 7ηξ

4
= −0.237297380 . . . , (3.28)

c2 = 2ζηξ + 4ζη + 2ζ2ξ − 3ζξ3 − ζξ2 +
7ζξ

4
+ η3 − 3η2ξ2

2
− η2ξ

2
+

7η2

8
+

+ 4ζη2 − 6ζηξ2 = −0.168059741 . . . ,

c1 = −2ζ2 − 2ζη2 + 3ζηξ2 + ζηξ − 7ζη

4
− 2ζ2η + 3ζ2ξ2 = −0.028297176 . . . ,

c0 = ζ2η − ζ2ξ

2
+

7ζ2

8
− 3ζ2ξ2

2
= −0.001490675 . . . .

Применив теперь в разложении (3.27) формулы (3.25), (3.24) и (3.28), на-
ходим коэффициенты f ∗k в разложении (3.16)

f ∗9 =
5

256
, f∗8 = f ∗7 = f ∗6 = 0,

f ∗5 =
3

16

(
c5 −

21

16

)
= 0.099834227 . . . ,

f ∗4 =
5

16
c4 = 0.216667916 . . . ,

f ∗3 =
1

2
(c5 + c3 − 1) = 0.303825915 . . . ,

f ∗2 =
3

4

(
3

4
c4 + c2

)
= 0.263957443 . . . ,

f ∗1 = c1 +
1

2
c3 +

5

16
c5 −

35

128
= 0.156163262 . . . ,

f ∗0 = c0 +
1

4
c2 +

1

8
c4 = 0.043161556 . . . . (3.29)
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Таким образом, разложение (3.16) функции f ∗ имеет неотрицательные ко-
эффициенты и f ∗0 > 0. Лемма 3.1 доказана.

Доказанная только что лемма дает оценку сверху величиныw4, и, как мы
увидим в дальнейшем, эта оценка точная. Для обоснования нужной оценки
снизу величиныw4 мы сейчас построим специальную квадратурную форму-
лу, содержащую не только значения функции, но и ее коэффициенты Фурье
по многочленам Чебышева второго рода; по существу эта формула являет-
ся формулой (1.17) для задач u4, v4.

Лемма 3.2 На множестве Φ4 функций f ∈ C[−1, 1], представимых ря-
дами

f(t) =
∞∑

k=0

fkPk(t) (3.30)

с суммируемой последовательностью {fk}∞k=0 вещественных (необязательно
неотрицательных) коэффициентов:

∑∞
k=0 |fk| <∞, имеет место ква-

дратурная формула

f0 =
2

π

∫ 1

−1
f(t)

√
1− t2dt = L(f)−

∑
ν≥1

L(Pν)fν , (3.31)

в которой функционал L задан соотношением

L(f) = λ(1)f(1) + λ
(

1

2

)
f
(

1

2

)
+ λ(a)f(a) + λ(b)f(b) + λ(c)f(c) (3.32)

с коэффициентами

λ(1) =
ξ

8ξ − 18η − 15
= 0.039126035 . . . , (3.33)

λ
(

1

2

)
= 2

3 + 2ξ + 6η

9 + 2ξ + 24η
= 0.357632917 . . . , (3.34)

λ(a) =
2 + 3(b+ c) + 6bc

8(a− 1)
(
a− 1

2

)
(a− b)(a− c)

= 0.124020708 . . . , (3.35)

λ(b) =
2 + 3(a+ c) + 6ac

8(b− 1)
(
b− 1

2

)
(b− a)(b− c)

= 0.188012751 . . . , (3.36)

λ(c) =
2 + 3(a+ b) + 6ab

8(c− 1)
(
c− 1

2

)
(c− a)(c− b)

= 0.291207586 . . . , (3.37)

где числа ξ, η, a, b, c определены формулами (3.9)-(3.18). Кроме того,
функционал L обладает свойствами

L(1) = 1; (3.38)

24



L(Pν) = 0 п ν = 1, 2, 3, 4, 5, 9; (3.39)

L(Pν) > 0 п ν ≥ 1, ν 6= 1, 2, 3, 4, 5, 9. (3.40)

Доказательство. Вначале найдем достаточные условия на вещественные
узлы

− 1 < A < B < C <
1

2
(3.41)

и коэффициенты λ1, λ1/2, λA, λB, λC , γ6, γ7, γ8 для существования квадратур-
ной формулы вида

f0 =
2

π

∫ 1

−1
f(t)

√
1− t2dt = L(f)−

8∑
ν=6

γνfν , (3.42)

L(f) = λ1f(1) + λ1/2f
(

1

2

)
+ λAf(A) + λBf(B) + λCf(C), (3.43)

на множестве всех полиномов девятой степени

f(t) =
9∑

k=0

fkPk(t). (3.44)

Большинство из этих условий будут также и необходимыми; с них и начнем.
Положим

U = A+B + C, V = AB + AC +BC, W = ABC. (3.45)

Из теоремы Виета следует, что A,B,C являются корнями многочлена

t3 − Ut2 + V t−W. (3.46)

Рассмотрим многочлен пятой степени

σ(t) = (t− 1)
(
t− 1

2

)
(t3 − Ut2 + V t−W ). (3.47)

Он будет иметь следующее разложение по степеням t

σ(t) = t5 −
(

3

2
+ U

)
t4 +

(
1

2
+

3

2
U + V

)
t3 −

(
1

2
U +

3

2
V +W

)
t2 +

+
(

1

2
V +

3

2
W
)
t− 1

2
W.

С помощью формул (3.25) и (3.24) найдем коэффициент σ0 в разложении

σ(t) =
5∑

k=0

σkPk(t)
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многочлена σ по многочленам Pk; при этом мы воспользуемся тем, что ко-
эффициент σ0 совпадает с коэффициентом приU0 в разложении многочлена
σ по многочленам Чебышева второго родаUk (этот факт будет нами исполь-
зоваться и ниже)

σ0 = −1

8

(
3

2
+ U

)
−1

4

(
1

2
U +

3

2
V +W

)
−1

2
W = −3

4

(
1

4
+

1

3
U +

1

2
V +W

)
.

Подставив многочлен σ в формулу (3.42), получаем первое необходимое
условие существования этой формулы: σ0 = 0 или, что то же самое, – усло-
вие (сравните с (3.12))

W = −1

4
− U

3
− V

2
. (3.48)

Сейчас мы выразим коэффициенты λ1, λ1/2 квадратурной формулы (3.42) –
(3.43) через U и V. Начнем с λ1. Рассмотрим многочлен четвертой степени

ϕ(t) =
(
t− 1

2

)
(t3 − Ut2 + V t−W ) =

= t4 −
(
U +

1

2

)
t3 +

(
1

2
U + V

)
t2 −

(
1

2
V +W

)
t+

1

2
W =(3.49)

=
4∑

k=0

ϕkPk(t);

легко убедиться, что

ϕ0 =
1

8
+

1

4

(
1

2
U + V

)
+

1

2
W, ϕ(1) =

1

2
(1− U + V −W ). (3.50)

Вновь подставляя теперь уже многочлен ϕ в формулу (3.42), получаем вто-
рое необходимое условие существования этой формулы: ϕ0 = λ1ϕ(1), ко-
торое в силу (3.50), (3.48) эквивалентно равенству

λ1 =
U

8U − 18V − 15
. (3.51)

Аналогично, используя многочлен

χ(t) = (t− 1)(t3 − Ut2 + V t−W ) =
4∑

k=0

χkPk(t), (3.52)

у которого, как нетрудно проверить,

χ0 =
1

8
(1 + 2U + 2V + 8W ), χ

(
1

2

)
= −1

2

(
1

8
− 1

4
U +

1

2
V −W

)
,
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получаем третье необходимое условие

λ1/2 = 2
3 + 2U + 6V

9 + 2U + 24V
. (3.53)

По этой же схеме с помощью многочленов

(t− 1)
(
t− 1

2

)
(t−B)(t− C),

(t− 1)
(
t− 1

2

)
(t− A)(t− C), (3.54)

(t− 1)
(
t− 1

2

)
(t− A)(t−B)

получаем условия

λA =
2 + 3(B + C) + 6BC

8(A− 1)
(
A− 1

2

)
(A−B)(A− C)

,

λB =
2 + 3(A+ C) + 6AC

8(B − 1)
(
B − 1

2

)
(B − A)(B − C)

, (3.55)

λC =
2 + 3(A+B) + 6AB

8(C − 1)
(
C − 1

2

)
(C − A)(C −B)

.

Подставляя в (3.42) многочлены Pν , ν = 6, 7, 8, получим еще три необ-
ходимых условия

γν = L(Pν) п ν = 6, 7, 8. (3.56)

Построим теперь многочлен ψ(t) =
∑9

k=0 ψkPk(t), на котором зануляют-
ся все функционалы, стоящие в правой части формулы (3.42), кроме значе-
ния в точке t = 1, т.е. многочлен со свойствами

ψ
(

1

2

)
= ψ(A) = ψ(B) = ψ(C) = ψ6 = ψ7 = ψ8 = 0.

Положим
Q = 2U +

1

2
, (3.57)

R = 3U2 + U − 2V − 7

4
(3.58)

и рассмотрим многочлен девятой степени

ψ(t) =
(
t− 1

2

)
(t3 − Ut2 + V t−W )2(t2 +Qt+R). (3.59)
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Для этого многочлена имеем

ψ(t) = t9 − 2t7 +
6∑

k=0

Ckt
k, (3.60)

где

C6 = −2W + 6UV + V − 3U2

2
+

7U

2
− 4U3 +

7

8
,

C5 = −2WU − 3V 2 − 2UV − 4V + 3U3 − U2 − 7U

4
+ 3U4,

C4 = 2V 2 + 2WV − 2WU2 + 6V 2U + 4W − 2V U2 + 3V U − 6V U3 +
7V

4
−

− 3U4

2
− U3

2
+

7U2

8
,

C3 = −2WV +W 2 + 3WU2 − 3WU − 2V 2U − 2V 2 − 8WV U + 6WU3 −

− 2V 3 + 3V 2U2 − 7W

4
+ 3V U3 + V U2 − 7V U

4
, (3.61)

C2 = 2WV U + 4WV + 2W 2U − 3WU3 −WU2 +
7WU

4
+ V 3 − 3V 2U2

2
−

− V 2U

2
+

7V 2

8
+ 4WV 2 − 6WV U2,

C1 = −2W 2 − 2WV 2 + 3WV U2 +WV U − 7WV

4
− 2W 2V + 3W 2U2,

C0 = W 2V − W 2U

2
+

7W 2

8
− 3W 2U2

2
.

Отсюда с помощью формул (3.25) и (3.24) находим четыре старших коэф-
фициента

ψ9 =
5

256
, ψ8 = ψ7 = 0, ψ6 =

7

64
C6 (3.62)

в разложении

ψ(t) =
9∑

k=0

ψkPk(t) (3.63)

многочлена ψ по многочленам Чебышева второго рода Pk.
В квадратурной формуле (3.42) имеется 11 параметров, в то время как

любой многочлен девятой степени определяется с помощью 10 коэффици-
ентов. В связи с этим мы имеем возможность наложить на параметры ква-
дратурной формулы условие

ψ6 = 0. (3.64)
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Это условие выбрано из соображений согласования прямой и двойственной
задачи и гипотезы (3.6) относительно экстремальной функции задачи w4. В
силу (3.62), (3.61) и (3.48) условие (3.64) можно переписать в виде

25

6
U + 2V +

11

8
+ 6V U − 3

2
U2 − 4U3 = 0. (3.65)

Отсюда параметр V выражается через U формулой

V =
96U3 + 36U2 − 100U − 33

48(1 + 3U)
. (3.66)

Исходя из формул (3.60), (3.61), (3.25), (3.24), с учетом равенства C6 = 0
(см. (3.62), (3.64)) найдем коэффициент с нулевым индексом в разложении
(3.63) многочлена (3.59)

ψ0 =
7

32
V +

1

2
W +

1

2
WV U +

7

8
W 2 +

7

64
U2 +

15

32
V 2 − 3

2
W 2U2 +W 2V +

+
5

4
VW +

3

8
UV − 1

16
U3 +

7

16
UW +

1

4
V 3 − 3

16
U4 − 1

2
WU2 −

− 3

2
WV U2 − 3

4
WU3 − 3

8
V 2U2 +WV 2 − 1

4
V U2 +

5

8
V 2U − 3

4
V U3.(3.67)

Нетрудно найти значение функции (3.59) в единице

ψ(1) =
1

2
(1− U + V −W )2(1 +Q+R) =

=
1

2
(1− U + V −W )2

(
3U2 + 3U − 2V − 1

4

)
. (3.68)

Формула (3.42) с дополнительным условием (3.64) (или, что то же самое,
(3.65)) на ее параметры на многочлене ψ принимает вид

ψ0 = λ1ψ(1).

Подставляя сюда выражение (3.51) для λ1 и выражения (3.67), (3.68) для
ψ0, ψ(1), найдем еще одно уравнение для параметров U, V,W

λ1ψ(1)− ψ0 =
U(1− U + V −W )2

(
3U2 + 3U − 2V − 1

4

)
2(8U − 18V − 15)

−

− 7V

32
− W

2
− WV U

2
− 7W 2

8
− 7U2

64
− 15V 2

32
+

3W 2U2

2
−W 2V −

− 5WV

4
− 3V U

8
+
U3

16
− 7WU

16
− V 3

4
+

3U4

16
+
WU2

2
+

3WV U2

2
+

+
3WU3

4
+

3V 2U2

8
−WV 2 +

V U2

4
− 5V 2U

8
+

3V U3

4
= 0.
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Заменив в нем W его выражением (3.48) через U, V, получим соотношение

3U4

16
−11U3

96
+

3V U3

16
−3V U2

16
−49U2

192
+

3V U

64
−V

2U

4
+

55U

384
+

9

128
−V

2

16
+
V

16
= 0.

Подставив в это соотношение выражение (3.66) параметра V через U , при-
дем к следующему уравнению для параметра U

4608U7 + 13248U6 + 11136U5 − 528U4 − 5920U3 − 3508U2 − 864U − 81

36864(1 + 3U)2
=

=
H(U)

8(1 + 3U)2
= 0, (3.69)

где H задано формулой (3.9).
Как уже говорилось выше, многочлен H (а значит, и уравнение (3.69))

имеет три вещественных корня. Нас интересует решение, обеспечивающее
выполнение условий (3.41); этим свойством обладает лишь решение (3.10).
В связи с этим, с данного момента предполaгается, что U = ξ. При этом
предположении, в силу формул (3.66), (3.48), (3.57), (3.58), (3.11) – (3.14)
имеем V = η,W = ζ,Q = q, R = r. Отсюда следует, что многочлен (3.46)
совпадет с многочленом (3.17), а потому

A = a, B = b, C = c. (3.70)

Это, в частности, влечет, что функция ψ, заданная формулой (3.59), и функ-
ция f ∗, указанная в лемме 3.1, совпадают: ψ = f ∗. Кроме того, из фор-
мул (3.51), (3.53), (3.55) вытекает, что коэффициенты λ1, λ1/2, λA, λB, λC функ-
ционала L (см. (3.43)) совпадают с коэффициентами (3.33) – (3.37) функ-
ционала L, определенного в (3.32). Следовательно, формула (3.42) примет
вид

f0 =
2

π

∫ 1

−1
f(t)

√
1− t2dt = L(f)−

8∑
ν=6

L(Pν)fν . (3.71)

На данном этапе рассуждений можно утверждать, что формула (3.71)
выполняется на многочленах (3.47), (3.49), (3.52), (3.54), а также на много-
членах P6, P7, P8 и ψ = f ∗. Указанные десять многочленов образуют базис
во множестве P9 многочленов степени не выше девяти. Поэтому квадра-
турная формула (3.71) выполняется для любого многочлена из P9. Из нее,
в частности, следует, что L(Pν) = 0 при ν = 1, 2, 3, 4, 5, 9, т.е. имеет место
(3.39). Подставив в формулу (3.71) многочлен f(t) ≡ 1, получаем также
утверждение (3.38).

Очевидно, формулу (3.71) можно распространить на весь класс функ-
ций Φ4, если записать ее в форме (3.31) – (3.37). Нам осталось прове-
рить неравенства (3.40). Для обоснования этих неравенств воспользуем-
ся следующими двумя свойствами многочленов Чебышева второго рода:
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1) Pν(1) = 1, ν ≥ 0, 2) многочлены Pν на интервале (−1, 1) поточечно стре-
мятся к нулю при ν → ∞. Как следствие этих свойств имеем (ср. с лем-
мой 1.2) L (Pν) → λ(1) > 0 п ν → ∞; в силу чего неравенства (3.40)
нужно проверить лишь для конечного числа индексов ν. Подробнее, вос-
пользовавшись соотношениями (3.24), имеем

L(Pν) = λ(1) + λ
(

1

2

)
sin(ν + 1)π

3

(ν + 1) sin π
3

+ λ(a)
sin(ν + 1)θ1

(ν + 1) sin θ1

+ λ(b)
sin(ν + 1)θ2

(ν + 1) sin θ2

+

+ λ(c)
sin(ν + 1)θ3

(ν + 1) sin θ3

, (3.72)

где

θ1 = arccos a = 2.545523452 . . . ,

θ2 = arccos b = 1.992301679 . . . ,

θ3 = arccos c = 1.703000500 . . . .

Поэтому для любого ν ≥ 1 справедлива оценка

L (Pν) ≥

≥ λ(1)−
(
λ
(

1

2

)
+ λ(a) + λ(b) + λ(c)

)
1

ν + 1
max

{
1

sin π
3

,
1

sin θ1

,
1

sin θ2

,
1

sin θ3

}
=

= λ(1)− 1− λ(1)

(ν + 1) sin θ1

.

Отсюда легко получить, что L (Pν) > 0 при ν ≥ 45. Для ν ≤ 45 условия
(3.40) проверяются вычислениями. Лемма 3.2 доказана.

Доказательство теоремы 3.1. Для функции, а на самом деле, – много-
члена девятой степени f ∗(t) =

∑9
k=0 fkPk(t), определенного соотношением

(3.15), выполняются свойства

f ∗
(

1

2

)
= f ∗(a) = f ∗(b) = f ∗(c) = f ∗6 = f ∗7 = f ∗8 = 0.

Поэтому на функции f ∗ формула (3.31) превращается в равенство

f ∗0 = λ(1)f ∗(1),

из которого следует, что

f ∗(1)

f ∗0
=

1

λ(1)
=

8ξ − 18η − 15

ξ
.
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В силу леммы 3.1 для доказательства (3.19) достаточно показать, что

w4 ≥
1

λ(1)
. (3.73)

Для обоснования этого неравенства можно воспользоваться утверждени-
ями леммы 3.2 и следствия 1.1. Однако будет короче привести непосред-
ственное обоснование неравенства (3.73).

Для произвольной функции f ∈ F4 справедлива квадратурная форму-
ла (3.31) – (3.32). Коэффициенты λ(1), λ

(
1
2

)
, λ(a), λ(b), λ(c) этой формулы

положительные, а коэффициенты L(Pν), ν ≥ 1,– неотрицательные (точнее,
L(Pν) > 0, ν 6= 1, 2, 3, 4, 5, 9 и L(Pν) = 0, ν = 1, 2, 3, 4, 5, 9). В силу свойств
(0.3) – (0.6) функции f ∈ F4 отсюда следует оценка

f0 ≤ λ(1)f(1), (3.74)

которая влечет неравенство (3.73). Тем самым обосновано утверждение (3.19)
и одновременно доказано, что функция f ∗ является экстремальной в зада-
че w4. Нетрудно понять, что неравенство (3.74) обращается в равенство в
том и только в том случае, если функция f лишь положительным множите-
лем отличается от функции f ∗, поэтому функция f ∗ является единственной
экстремальной (с точностью до положительного множителя).

Пусть µ есть мера на [−1, 1
2
], сосредоточенная в точках a, b, c и 1

2
с веса-

ми (3.34) – (3.37). Очевидно, справедливо соотношение

∫ 1
2

−1
f(t)dµ(t) = L(f)− λ(1)f(1), f ∈ C[−1, 1],

где L(f) – функционал, определенный формулой (3.32). Поскольку Pk(1) =

1, то для коэффициентов Фурье µν =
∫ 1

2
−1 Pν(t)dµ(t) этой меры имеем пред-

ставление µν = L(Pν) − λ(1). Из этого соотношения и (3.38) – (3.40) сле-
дует, что

µ0 = 1− λ(1), µ∞ = −λ(1),

µν = µ∞, ν = 1, 2, 3, 4, 5, 9, (3.75)

µν > µ∞, ν ≥ 1, ν 6= 1, 2, 3, 4, 5, 9.

Видно, что функция f ∗ (изученная в лемме 3.1) и построенная только что
мера µ удовлетворяют предположениям третьего утверждения теоремы 2.1.
Поэтому мера µ будет экстремальной в задаче v4. В силу теоремы 2.1 лю-
бая экстремальная мера µ̃ задачи v4 должна быть сосредоточена в точках
a, b, c, 1

2
, а, кроме того, должна обладать свойствами µ̃1 = µ̃2 = µ̃3 = µ̃4 =
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µ̃5 = µ̃9 = µ̃∞. Отсюда нетрудно получить, что меры µ̃ и µ должны сов-
падать с точностью до положительного множителя. Именно так связаны
между собой мера µ и мера µ∗, описанная в формулировке теоремы 3.1, а
точнее

µ∗ =
µ

−µ∞
=

µ

λ(1)
.

Таким образом, мера µ∗ является единственной экстремальной (с точно-
стью до положительного множителя) в задаче v4; свойства (3.22) и (3.23)
этой меры следуют из свойств (3.75) меры µ. Теорема 3.1 полностью дока-
зана.

Доказанная только что теорема 3.1 дает точное решение задач w4, u4, v4.
Сейчас мы дадим довольно простую, в сравнении с точным решением, оцен-
ку снизу этих трех величин.

Теорема 3.2 На множестве Φ4 функций f, представимых рядами

f(t) =
∞∑

k=0

fkPk(t),
∞∑

k=0

|fk| <∞,

имеет место квадратурная формула

f0 =
2

π

∫ 1

−1
f(t)

√
1− t2dt = L̃(f)−

∑
ν≥6

L̃(Pν)fν , (3.76)

в которой функционал L̃ задан соотношением

L̃(f) = λ̃(1)f(1) + λ̃
(

1

2

)
f
(

1

2

)
+ λ̃

(
−1

8

)
f
(
−1

8

)
+ λ̃

(
−2

5

)
f
(
−2

5

)
+

+ λ̃
(
−24

29

)
f
(
−24

29

)
(3.77)

с коэффициентами

λ̃(1) =
523

13356
, λ̃

(
1

2

)
=

1238

3465
, λ̃

(
−1

8

)
=

2048

7335
,

λ̃
(
−2

5

)
=

3125

15624
, λ̃

(
−24

29

)
=

20511149

164970344
. (3.78)

Кроме того, функционал L̃ обладает свойствами

L̃(Pν) > 0 п ν ≥ 6. (3.79)
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Доказательство. Формула (3.76), очевидно, выполняется для многочленов
Pν при любом ν ≥ 6. Справедливость этой формулы для многочленов Pν

при 0 ≤ ν ≤ 5 нетрудно обосновать непосредственными вычислениями.
Проверка неравенства (3.79) проводится по той же схеме, как это делалось
в лемме 3.2 при доказательстве неравенств (3.40). Теорема 3.2 доказана.

Из формулы (3.76) легко следует (см. доказательство (3.74)) неравен-
ство f0 ≤ λ̃(1)f(1) и, как следствие, неравенство w4 ≥ (λ̃(1))−1. Таким об-
разом, теорема 3.2 дает оценку

w4 ≥
13356

523
= 25.537284894 . . . ,

близкую к точному значению w4 = 25.558429097 . . . .
4. Нам приятно выразить нашу признательность В.А.Юдину. Именно в

результате неоднократных обсуждений данной тематики с В.А.Юдиным у
авторов возник интерес к ней, и, как следствие, – появилась эта работа.

Научное и человеческое общение с С.Б.Стечкиным оказало огромное
влияние на нас и наши научные интересы, за что мы всегда будем ему бла-
годарны. Большое место в его научных исследованиях и исследованиях его
учеников уделялось экстремальным задачам и, в частности, экстремаль-
ным задачам для функций, представимых рядами по различным системам,
с ограничениями на значения функций и коэффициенты разложений, како-
выми и являются обсуждаемые здесь задачи.
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