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Данная работа посвящена изучению наименьшей константы в неравен-
стве Джексона–Стечкина для наилучших приближений функций в простран-
ствеL2(Sm−1) на единичной сфере Sm−1 вещественного евклидова простран-
ства Rm размерности m ≥ 2 сужениями на сферу алгебраических много-
членов (точнее, сферическими полиномами).

Фундаментальным в этой тематике является результат Д.Джексона для
наилучших равномерных приближений непрерывных периодических функ-
ций тригонометрическими полиномами. К настоящему времени эта темати-
ка получила большое развитие. Опишем некоторые из известных результа-
тов, имеющих непосредственное отношение к интересам автора.

Обозначим через C = C2π пространство вещественных непрерывных
2π–периодических функций f одной вещественной переменной с равномер-
ной нормой ‖f‖C = max{|f(x)| : x ∈ R}. Наилучшим равномерным при-
ближением функции f ∈ C тригонометрическими полиномами tn−1 степени
не выше n− 1 называется величина

En−1(f)C = min
tn−1

‖f − tn−1‖C ,

а ее равномерным модулем непрерывности порядка r = 1, 2, . . . называется
функция

ωr(f, h)C = sup
|t|≤h

‖
r∑

k=0

(−1)k

(
r

k

)
f(x+ kt)‖C
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переменного h ≥ 0. Зафиксируем числа τ > 0, r ∈ N. Хорошо известно
следующее неравенство [1], [2], [3]

En−1(f)C ≤ Kωr

(
f,
τ

n

)
C
, n ∈ N, f ∈ C (0.1)

с константой K = K(τ, r) < ∞, зависящей только от τ и r. Этот результат
означает, что величина

Kn(τ, r)C = sup

 En−1(f)C

ωr

(
f, τ

n

)
C

: f ∈ C, f 6≡ const

 , (0.2)

являющаяся наименьшей константой K в неравенстве (0.1) (при фиксиро-
ванных τ, r, n), равномерно ограничена по n, т.е. конечна величина

K(τ, r)C = sup
n∈N

Kn(τ, r)C . (0.3)

Д.Джексон [1] в 1911 году впервые установил неравенство (0.1) при r = 1,
т.е. оценил наилучшее равномерное приближение En−1(f) непрерывной 2π
– периодической функции f тригонометрическими полиномами степени не
выше n − 1 через ее модуль непрерывности ω(f, τ)C = ω1(f, τ)C (первого
порядка). С.Б.Стечкин [3] получил неравенство (0.1) при r ≥ 2; при r = 2
этот результат был ранее опубликован Н.И. Ахиезером [2, с. 217, с. 190].
Неравенство (0.1) при r = 1 называют неравенством Джексона, а в общем
случае – неравенством Джексона–Стечкина.

Указанный результат был перенесен на пространства Lp = Lp
2π, 1 ≤ p <

∞, измеримых 2π–периодических функций с обычной нормой (см. [4, гл.5]).
Усилиями многих математиков неравенства типа Джексона–Стечкина бы-
ли распространены на пространства функций многих переменных, заданных
как на классических многообразиях (сфера, тор, пространство, гиперболо-
ид, . . . ), так и на многообразиях довольно общей природы.

Наряду с качественной картиной в этой области большой интерес (в
частности, для вычислительных целей) представляют точные результаты.
Первое точное неравенство Джексона (в пространстве C = C2π) устано-
вил Н.П.Корнейчук [5] (1962 г.), а первое точное неравенство Джексона–
Стечкина (в пространстве L2 = L2

2π) получил Н.И.Черных [6, 7] (1967 г.).
Подробнее, Н.П.Корнейчук решил задачу (0.3) при τ = π, r = 1, доказав
равенство K(π, 1)C = 1. Позднее он обобщил этот результат [8] (1982 г.),
показав, что K(π/m, 1)C = (m + 1)/2, m ∈ N. По аналогии с (0.2) можно
дать определение величины Kn(τ, r)Lp , являющейся наименьшей констан-
той в соответствующем неравенстве Джексона–Стечкина в пространстве
Lp = Lp

2π, 1 ≤ p <∞. Сейчас наиболее полно изучен случай p = 2. Первые
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точные результаты в этом случае принадлежат Н.И.Черных [6, 7], который
доказал, что

Kn(τ, r)L2 =
1√(
2r
r

) =
Γ(r + 1)√
Γ(2r + 1)

п n, r ∈ N, n > r, τ ≥ 2π. (0.4)

А в случае r = 1 им [6, 9] была найдена наименьшая точка τ ∗ = π, начиная с
которой величинаKn(τ, 1)L2 , как функция аргумента τ, выходит на свой гло-
бальный минимум равный 1/

√
2. Точное неравенство Джексона в простран-

стве Lp при 1 ≤ p < 2 было также установлено Н.И.Черных [10]. В этом
случаеKn(τ, 1)Lp равна 2(1−p)/p при τ ≥ θπ, где θ = (1/2−2/π2)−1/2 ≈ 1.834.
Как отмечается в работе [10], оценка снизуKn(τ, 1)Lp ≥ 2|1/p−1/2|−1/2, 1 ≤
p <∞, τ > 0, n ∈ N была получена ранее В.И.Бердышевым.

Для периодических функций одного вещественного переменного есть еще
несколько точных результатов в прямых теоремах теории приближения в
терминах модуля непрерывности заданного порядка самой функции. В.В.Жук,
В.В.Шалаев получили (см. [11, с.322,352]) соответственно оценки сверху и
снизу для величины (0.2) при r = 2, τ = π/2, с помощью которых вычис-
ляется величина (0.3) в этом случае, а именно, K(π/2, 2)C = 1. В работах
автора [12, 13] найдены значения величины Kn(π/m, 1)L2 для натуральных
m ≥ 1 + 3n/2 при n ≥ 1 и для натуральных m ≥ 3n/4 при n ≥ 10. В работе
М.Ж.Шакеновой [14] утверждается, что равенство (0.4) остается верным и
в случае вещественного r > 0, τ = 2π.

Пространства C2π и Lp
2π можно интерпретировать, соответственно, как

пространства C(S1), Lp(S1) функций, заданных на единичной окружности
S1 евклидовой плоскости R2. Одним из естественных обобщений указан-
ных пространств являются пространства C(Sm−1), Lp(Sm−1) функций, за-
данных на единичной сфере Sm−1 евклидова пространства Rm размерности
m ≥ 3 с центром в нуле.

В 1914 году Т.Гронуол [15] получил неравенство Джексона

En(f)C(S2) < (1 + 3π/2)ω(f, 1/n)C(S2), n = 2, 3, . . .

между наилучшим равномерным приближением функции f ∈ C(S2), f 6≡
const, сферическими полиномами степени не выше n и ее равномерным мо-
дулем непрерывности первого порядка

ω(f, h)C(S2) = sup{|f(x)− f(y)| : x, y ∈ S2, x · y = cos t, 0 < t ≤ h}, (0.5)

h ∈ (0, π], при условии, что функция h−1ω(f, h)C(S2) не возрастает по h;
здесь x · y есть скалярное произведение векторов x, y. В силу известного
свойства (см. [16, с.198] и [3, лемма 5]) 2h−1ω(f, h)C(S2) ≥ η−1ω(f, η)C(S2), 0 <

3



h < η, модуля непрерывности произвольной функции f ∈ C(S2), доказа-
тельство Т.Гронуола [15, §3] позволяет получить неравенство Джексона

En(f)C(S2) < (1 + 3π/τ)ω(f, τ/n)C(S2), 0 < τ/n < π, n = 2, 3, . . .

уже для любой функции f ∈ C(S2), f 6≡ const.
Дальнейшие исторические сведения, касающиеся неравенств Джексона–

Стечкина для функций из C(Sm−1), Lp(Sm−1), m ≥ 3 с применением моду-
лей непрерывности порядка r ≥ 1, основанных на r-ой разности функции
вдоль геодезической, можно найти в работах [17], [18].

Наряду с указанными выше модулями непрерывности многие математи-
ки используют другие модули непрерывности, основанные на операторе st

сдвига, представляющем собой усреднение функции f(x) по границе сфе-
рической шапки углового радиуса t c полюсом в точке x (см., например, [19,
формулы (1.1), (1.19)], а также пункт 1 ниже, формула (1.2)). Этот опера-
тор сдвига применялся учеными в прошлом веке в вопросах о сходимости
ряда Фурье–Лапласа функций, заданных на S2 (см., например, [20, с.178 и
приведенные там ссылки]). Такой модуль непрерывности для функций f из
C(S2) в прямых и обратных теоремах теории приближения впервые исполь-
зовался Г.Г.Кушниренко в работах [21, 22]. История дальнейшего развития
этого вопроса содержится в работе [23].

Из работ Д.Ньюмена и Г.Шапиро, Д.Рагозина, В.М.Федорова (см. [17]
и приведенную там библиографию), относящихся к прямой теореме тео-
рии приближения функций на многомерной сфере Sm видно, каким обра-
зом влияет размерность сферы на указанную теорему. Естественно, что в
работы, содержащие соответствующие точные результаты, дают дополни-
тельную информацию о влиянии размерности.

Перечислим несколько точных результатов, относящихся к неравенствам
Джексона–Стечкина для функций многих переменных. В 1981 году В.А.Юдин
[24] нашел точную константу в неравенстве Джексона для функций изL2(Tm),
заданных на торе Tm, m ≥ 2.Аналогичная задача в пространствеL2(Rm), m =
2, 3, была решена В.Ю. Поповым [25, теорема 3]. В пространствеC(Sm), m ≥
2 для наилучших приближений линейными методами В.В.Шалаев [26] полу-
чил точный результат в соответствующей прямой теореме теории прибли-
жения. В.В.Арестов и В.Ю. Попов [27] указали точное значение наимень-
шей константы в неравенстве Джексона–Стечкина в пространствеL2(Sm), m =
2, 3. В случае пространств L2(M), M = Rm,Tm,Sm, m ≥ 2 В.Ю.Попов
[25], [28], [29] нашел точную константу в неравенстве Джексона–Стечкина
при "малых"значениях аргумента модуля непрерывности.

В настоящей статье получено точное неравенство Джексона–Стечкина
в пространстве L2(Sm−1), m ≥ 5. Оценка снизу для точной константы в
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указанном неравенстве установлена В.В. Арестовым и публикуется здесь с
доказательством с его разрешения.

Кроме того, в данной работе локализована точка Черныха в этом нера-
венстве (см.следствие 2.1 ниже), т.е. найдены оценки снизу и сверху (отли-
чающиеся друг от друга в два раза) для наименьшей точки τ ∗ = τ ∗(n, r,m),
начиная с которой точная константаK = K(τ, n, r,m) в неравенстве Джексона–
Стечкина (см. (1.4), (1.5) ниже) при r ≥ 1 как функция аргумента τ вы-
ходит на свой минимум (на множестве Θr), равный единице; здесь Θ1 =
(0, π], Θr = (0, π) при r > 1. Важность задачи о точке Черныха в нера-
венстве Джексона–Стечкина состоит, в частности, в том, что она позво-
ляет получить меньшую погрешность при оценке сверху константы в этом
неравенстве методом оценки модуля непрерывности в большей точке через
значение модуля непрерывности в меньшей точке (см. [8]).

1 Введение.

Пусть Rk есть k-мерное (k ≥ 1) вещественное евклидово пространство со
скалярным произведением x · y = x1y1 + . . . + xnyn и расстоянием |x −
y| =

√
(x− y) · (x− y), определенными для точек x = (x1, . . . , xk), y =

(y1, . . . , yk) из Rk. Обозначим через Sk−1 = {x ∈ Rk : |x| = 1} единичную
сферу пространства Rk с центром в нуле, а через |Sk−1| = 2πk/2/Γ(k/2) –
ее площадь, в частности, |S0| = 2.

На протяжении всей работы будем считать, чтоm есть натуральное чис-
ло не меньше 2, L2 = L2(Sm−1)− пространство комплексных функций, за-
данных на Sm−1 со скалярным произведением

(f, g) =
1

| Sm−1 |

∫
Sm−1

f(ξ)g(ξ) dξ (1.1)

и нормой ‖f‖ = (f, f)1/2. Многочленом степени не выше n называется функ-
ция

p(x) =
∑

cα1,...,αm x
α1
1 · . . . · xαm

m , α1 + . . .+ αm ≤ n

с комплексными коэффициентами cα1,...,αm (α1, . . . , αm − целые неотрица-
тельные числа). Множество сужений таких многочленов на Sm−1 обозначим
через Pn = Pn,m. Наилучшим приближением функции f ∈ L2 простран-
ством Pn называют расстояние от f до Pn, т.е.

En(f) = min{‖f − p‖ : p ∈ Pn}.
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Сдвигом с шагом t ∈ R называется (см., например, [19, формулы (1.1),
(1.19)]) оператор st, действующий из L2 в L2 по правилу

stf(x) =
1

|Sm−2|

∫
Sm−2

f(x cos t+ ξ sin t)dξ, (1.2)

здесь x ∈ Sm−1 и интеграл берется по сфере Sm−2 = Sm−2
x = {ξ ∈ Sm−1 :

x · ξ = 0}. В частности, при m = 2 имеем stf(eiu) =
1

2
{F (u + t) + F (u −

t)}, F (u) = f(eiu), 0 ≤ u ≤ 2π.
Пусть I есть тождественный оператор, r– положительное число,ψr(u) =

(1− u)r/2. Следуя Х.П. Рустамову [23], оператор

∆r
t = (I − st)

r/2 =
∑
k≥0

1

k!
ψ(k)

r (0)sk
t (1.3)

будем называть разностным оператором порядка r, а модулем непрерывно-
сти порядка r функции f ∈ L2 назовем следующую функцию переменного
τ > 0

ωr(f, τ) = sup{‖∆r
tf‖ : 0 < t ≤ τ}.

Отметим, что в случае обычного сдвига разностный оператор дробного по-
рядка был введен и изучался в 1867 – 1868 гг. А.К.Грюнвальдом и А.В.Летниковым
(см. [30, §\nobreakspace {}20]).

В данной работе изучается вопрос о точной константеK = K(τ, n, r,m), τ >
0, n ∈ N, r > 0, m = 2, 3, . . . в неравенстве Джексона–Стечкина

En−1(f) ≤ Kωr(f, τ), f ∈ L2, (1.4)

т.е. величина

K(τ, n, r,m) = sup

{
En−1(f)

ωr(f, τ)
: f ∈ L2, f 6≡ const

}
. (1.5)

Сферической гармоникой порядка k называют сужение на сферу Sm−1

однородного гармонического многочлена степени k

q(x) =
∑

cα1,...,αmx
α1
1 · . . . · xαm

m ,
m∑

l=1

αl = k, αl ∈ Z+,
m∑

l=1

∂2q

∂x2
l

≡ 0.

Множество всех гармоник порядка k обозначим символом Hk. Известно
(см. [31, гл.4]), что при k 6= l пространства Hk, Hl ортогональны в смысле
скалярного произведения (1.1), кроме того, пространство Pn совпадает с
ортогональной прямой суммой

∑n
k=0⊕Hk. Справедливо также разложение
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пространства L2 в ортогональную прямую сумму L2 =
∑

k≥0⊕Hk и опе-
ратор ортогонального проектирования Yk : L2 → Hk имеет вид (см. [32,
с.206], [31, гл.4,§\nobreakspace {}2])

Ykf(x) =
(k + λ)Γ(λ)

2πλ+1

∫
Sm−1

Cλ
k (x · ξ)f(ξ) dξ, m ≥ 3,

где λ = (m − 2)/2, Cλ
0 (u) ≡ 1, Cλ

k (u), k = 1, 2, . . . − многочлены Геген-
бауэра, нормированные условием

Cλ
k (1) =

(
k + 2λ− 1

k

)
=

(2λ+ k − 1)(2λ+ k − 2) . . . (2λ)

k!
, k = 1, 2, . . . ;

Ykf(x) =
k

2π

∫
S1
C0

k(x · ξ)f(ξ) dξ, m = 2,

где C0
0(u) ≡ 1, C0

k(cos t) =
2

k
cos kt, k = 1, 2, . . . . Многочлены Cλ

k (u), λ ≥
0, k = 0, 1, . . . образуют ортогональную систему на отрезке [−1, 1] с весом
(1− u2)λ−1/2.

Каждая функция f ∈ L2 единственным образом разлагается в ряд Фурье-
Лапласа, сходящийся к ней в L2

f =
∑
k≥0

Ykf.

Частичная сумма этого ряда Sn−1f =
∑n−1

k=0 Ykf является ближайшим эле-
ментом в Pn−1 для f в метрике пространства L2, т.е.

E2
n−1(f) = ‖f − Sn−1f‖2 =

∑
k≥n

‖Ykf‖2. (1.6)

Известны следующие свойства сдвига st, разностного оператора ∆r
t и мо-

дуля непрерывности ωr(f, τ), r > 0, t ∈ R, τ > 0, которые выполняются
для любой функции f из L2(Sm−1),m ≥ 2

Ykstf = Rk(t)Ykf, k = 0, 1, . . . , (1.7)

Yk∆
r
tf = {1−Rk(t)}r/2Ykf, k = 0, 1, . . . , (1.8)

‖∆r
tf‖2 =

∑
k≥1

{1−Rk(t)}r‖Ykf‖2, (1.9)

‖∆r
ltf‖ ≤ lr‖∆r

tf‖, l ∈ N, (1.10)

ωr(f, τ) ≤ 2(r−α)/2ωα(f, τ), 0 < α < r, (1.11)
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где

Rk(t) = Rk,λ(t) = Cλ
k (cos t)/Cλ

k (1), λ = (m− 2)/2, k = 0, 1, . . . . (1.12)

Свойство (1.10) при r = 2 доказал В.А.Иванов [33], в общем случае оно до-
казывается так же, остальные свойства можно найти в работе Х.П.Рустамова
[23]. Полиномы (1.12) образуют ортогональную систему на отрезке [0, π] с
весом sin2λ t ∫ π

0
Rk(t)Rl(t) sin2λ t dt = 0, k 6= l, k, l ∈ Z+. (1.13)

Кроме того, они удовлетворяют соотношениям maxt∈R |Rk(t)| = Rk(0) =
(−1)kRk(π) = 1, k = 0, 1, . . . .

Соотношения (1.6), (1.9) позволяют свести многомерную задачу (1.5) о
точной константе K(τ, n, r,m) в неравенстве Джексона–Стечкина (1.4) к
одномерной задаче для полиномов (1.12). А именно, квадрат этой константы
совпадает с наименьшей константой K = K(τ, n, r, λ), λ = (m − 2)/2 в
неравенстве ∑

k≥n

ρk ≤ K sup
0<t≤τ

∑
k≥1

{1−Rk(t)}rρk, (1.14)

∑
k≥1

ρk <∞, ρk ≥ 0, k = 1, 2, . . . .

Таким образом,

K(τ, n, r, λ) = sup

∑
k≥n

ρk

/
sup

0<t≤τ

∑
k≥1

{1−Rk(t)}rρk :

0 <
∑
k≥1

ρk <∞, ρk ≥ 0, k = 1, 2, . . .

 , (1.15)

причем для константы (1.5) справедливо равенство

K2(τ, n, r,m) = K(τ, n, r, λ), λ = (m− 2)/2 (1.16)

при τ > 0, n = 1, 2, . . . , r > 0, m = 2, 3, . . ..
К задаче (1.15) также сводится (как видно из работ [34]–[35]) вопрос о

точном неравенстве Джексона–Стечкина в пространстве L2
λ вещественных

четных 2π-периодических функций со скалярным произведением

(F,G)λ =
∫ π

0
F (x)G(x) sin2λ x dx, λ ≥ 0 (1.17)
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и нормой ‖F‖λ = (F, F )
1/2
λ . Как уже отмечалось выше (см. (1.13)) система

(1.12) косинус-полиномов Гегенбауэра является ортогональной в смысле
скалярного произведения (1.17). Каждая функция F из L2

λ разлагается в
ряд Фурье по этим полиномам

F (x) =
∑
k≥0

akRk(x), ak = (F,Rk)λ‖Rk‖−2
λ ,

а частичная сумма этого ряда Sn−1F (x) =
∑n−1

k=0 akRk(x) является ближай-
шей к F (в смысле нормы ‖ ‖λ) косинус-полиномом порядка ≤ n − 1. То
есть минимум

En−1(F )λ = min{‖F − P‖λ : P (x) =
n−1∑
k=0

ckRk(x), c0, . . . , ck ∈ R} (1.18)

реализует полином P = Sn−1F

E2
n−1(F )λ = ‖F − Sn−1F‖2

λ =
∑
k≥n

‖akRk‖2
λ. (1.19)

Для функций F (x) = f(cosx) из L2
λ, λ ≥ 0 определим понятие ультра-

сферического сдвига с шагом t ∈ R (см. [34]–[36]), т.е. введем оператор
Tt = Tt,λ, действующий из L2

λ в L2
λ следующим образом

TtF (x) =



1

2
{F (x+ t) + F (x− t)}, λ = 0,

µ(λ)
∫ π

0
f(cosx cos t+

+ sin x sin t cosϕ) sin2λ−1 ϕdϕ, λ > 0,

(1.20)

µ(λ) = 1/
∫ π

0
sin2λ−1 ϕdϕ.

В 1817 году, а возможно, еще раньше, А.М.Лежандр [37, с.262, форму-
ла (x)], при λ = 1

2
, а затем в 1874 году Л. Гегенбауэр (см. [38, с.402]) при

λ > 0 установили важное свойство этой операции, именуемой формулой
умножения,

TtRk(x) = Rk(t)Rk(x), k = 0, 1, . . . , t, x ∈ R, λ ≥ 0. (1.21)

Также как и выше (см. (1.3)), определим δr
t = δr

t,λ – разностный оператор
порядка r > 0 с шагом t ∈ R, соответствующий сдвигу Tt, по формуле

δr
t = (I − Tt)

r/2 =
∑
k≥0

1

k!
ψ(k)

r (0) T k
t .
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Модулем непрерывности порядка r функции F из L2
λ назовем следующую

функцию

ωr(F, τ)λ = sup
0<t≤τ

‖δr
tF‖λ, λ ≥ 0, r > 0, τ > 0.

Из формулы умножения (1.21) вытекают свойства разностного оператора
δr
t , аналогичные свойствам (1.8) – (1.11) оператора ∆r

t . В частности, для
каждой функции F (x) =

∑
k≥0 akRk(x) из L2

λ имеем

‖δr
tF‖2

λ =
∑
k≥1

{1−Rk(t)}r‖akRk‖2
λ, λ ≥ 0, r > 0, t > 0. (1.22)

Отсюда и (1.19) видно, что задача о точной константе c = c(τ, n, r, λ), τ >
0, r > 0, λ ≥ 0, n = 1, 2, . . . в неравенстве Джексона–Стечкина

En−1(F )λ ≤ c · ωr(F, τ)λ, F ∈ L2
λ (1.23)

сводится к задаче (1.15), причем

c2(τ, n, r, λ) = K(τ, n, r, λ). (1.24)

Следовательно (см. (1.16)),

K(τ, n, r,m) = c
(
τ, n, r,

m− 2

2

)
, (1.25)

τ > 0, r > 0, n ∈ N, m = 2, 3, . . . .Это равенство означает, что в (1.5) верх-
нюю грань достаточно брать по зональным функциям f ∈ L2, т.е. функциям
f(x) = F (x · y), зависящих лишь от скалярного произведения переменной
точки x ∈ Sm−1 и фиксированной точки y ∈ Sm−1 (см. [34], [32], [35]).

2 Основные результаты.

Остановимся вначале на случае L2(S1). В этом случае λ = 0, S1 − обычная
окружность. Функции f изL2(S1) можно отождествить с 2π-периодическими
функциямиF (u) = f(eiu) изL2

2π.Задача (1.4), (1.5) сводится к задаче о наи-
меньшей константе K = K(τ, n, r, 0) = K2(τ, n, r, 2) в неравенстве∑

k≥n

ρk ≤ K sup
0<t≤τ

∑
k≥1

ρk{1− cos kt}r,

∑
k≥1

ρk <∞, ρk ≥ 0, k = 1, 2, . . . .
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Первые точные результаты в этой задаче получил Н.И. Черных [6, 7, 9], ко-
торые в терминах, принятых здесь, можно записать в следующем виде

K(τ, n, 1, 0) = 1, τ ≥ π/n, n = 1, 2, . . . , (2.1)

K(τ, n, 1, 0) > 1, 0 < τ < π/n, n = 1, 2, . . . , (2.2)

K(τ, n, r, 0) =
2r(
2r
r

) =
2r{Γ(r + 1)}2

Γ(2r + 1)
, τ ≥ 2π/n, n > r, r = 2, 3, . . . .

(2.3)

В работах автора [12, 13] найдена K
(
π

ln
, n, 1, 0

)
для натуральных l ≥ 1 +

3n/2, n = 1, 2, . . ., а также для натуральных l ∈ [3n/4, 3n/2], n ≥ 10. В
работе М.Ж.Шакеновой [14] содержится утверждение, равносильное тому,
что равенство (2.3) остается верным и в случае вещественного r > 0, τ =
2π/n.

Перейдем к многомерному случаю L2(Sm−1), m ≥ 3, λ = (m − 2)/2.
Минимальное положительное значение аргумента функции Rn = Rn,λ, при
котором она достигает локального минимума, локального максимума, обо-
значим через hn,λ и tn,λ соответственно. Единственный корень уравнения
Rn(u) = Rn(tn,λ), u ∈ (0, hn,λ) обозначим через vn,λ. В.Ю. Попов [29] уста-
новил, что

K2(τ, n, r,m) = {1−Rn(τ)}−r

при m = 3, 4, . . . , r = 2, 4, . . . , n = 1, 2, . . . , 0 < τ ≤ vn,λ, хотя его дока-
зательство проходит и в случае вещественного r > 0. В совместной работе
[27] В.В. Арестова и В.Ю. Попова был анонсирован следующий результат
для случая m = 3, 4

K
(

2π

n+ 1
, n, 2r,m

)
= 1, r = 1, 2, . . . , n = 1, 2, . . . . (2.4)

Для λ ≥ 0, n = 1, 2, . . . обозначим через τn,λ первый положительный
нуль косинус-полинома Гегенбауэра Cλ

n(cos τ)

τn,λ = min{τ > 0 : Cλ
n(cos τ) = 0}. (2.5)

В настоящей статье доказана

ТЕОРЕМА 2.1 Пусть n = 1, 2, . . .. Тогда выполняются следующие утвер-
ждения

(A) при λ ≥ 0 для каждой функции F ∈ L2
λ, F 6≡ const справедливы

неравенства

En−1(F )λ < ωr(F, 2τn,λ)λ; r ≥ 1, (2.6)

En−1(F )λ < 2(1−r)/2ωr(F, 2τn,λ)λ, 0 < r < 1; (2.7)
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(B) при λ > 0 для любого τ ∈ (0, π) существует последовательность
функций Fk (k = 1, 2, . . .) из L2

λ такая, что

lim
k→∞

En−1(Fk)λ/ωr(Fk, τ)λ ≥ 1, r > 0.

(C) при λ > 0 существует последовательность функцийFk (k = 1, 2, . . .)
из L2

λ такая, что

lim
k→∞

En−1(Fk)λ/ωr(Fk, π)λ ≥ 1, 0 < r ≤ 1.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.1. Утверждение (B) теоремы 2.1 принадлежит В.В. Арестову
(см. ниже лемму 4.2).

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2. Для λ = 0, r = 1 утверждения теоремы 2.1 получены
Н.И. Черных [6], а при λ = 0, r > 1 утверждение (A) теоремы 2.1 доказано
В.В. Шалаевым [39].

ЗАМЕЧАНИЕ 2.3. С помощью функции F (x) = Rn(x) легко показать,
что при 0 < τ < τn,λ, n ∈ N, r > 0, λ ≥ 0 точная константа c = c(τ, n, r, λ)
в неравенстве (1.23) будет строго больше единицы.

В силу равенства (1.25) следствием теоремы 2.1 является

ТЕОРЕМА 2.2 Пусть n = 1, 2, . . .. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения

(A) при m = 2, 3, . . . , λ = (m− 2)/2 для каждой функции f ∈ L2(Sm−1),
f 6≡ const выполняются неравенства

En−1(f) < ωr(f, 2τn,λ), r ≥ 1, (2.8)

En−1(f) < 2(1−r)/2ωr(f, 2τn,λ), 0 < r < 1; (2.9)

(B) при m = 3, 4, . . . , τ ∈ (0, π) существует последовательность
функций fk (k = 1, 2, . . .) из L2(Sm−1) такая, что

lim
k→∞

En−1(fk)/ωr(fk, τ) ≥ 1, r > 0. (2.10)

(C) приm = 3, 4, . . . существует последовательность функций fk (k =
1, 2, . . .) из L2(Sm−1) такая, что

lim
k→∞

En−1(fk)/ωr(fk, π) ≥ 1, 0 < r ≤ 1. (2.11)

Эта теорема и замечание 2.3 позволяют локализовать точку Черныха в
неравенстве Джексона–Стечкина в многомерном случае.
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СЛЕДСТВИЕ 2.1 Пусть m = 3, 4, . . . , λ = (m − 2)/2. Тогда точная
константа в неравенстве Джексона–Стечкина (1.4) в простран-
стве L2(Sm−1) удовлетворяет соотношениям

K(τ, n, r,m) > 1, 0 < τ < τn,λ, r > 0, n ∈ N;

K(τ, n, r,m) = 1, τ ∈ [2τn,λ, π), r ≥ 1, n = 2, 3, . . . ;

K(τ, n, 1,m) = 1, τ ≥ 2τn,λ, n ∈ N.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.4. Теорема 2.2 для случая m = 3, n = 1 и m = 4, n ≥ 1
содержится в работе В.В. Арестова и В.Ю. Попова [27] (см. (2.4)), а при
m = 3, n ≥ 2 уточняет результат (2.4), т.к. 2τn,1/2 < 2π/(n + 1) (см. [40,
с.147, (6.6.4)]).

ЗАМЕЧАНИЕ 2.5. В силу известного свойства (1.11) [23, с.130] нера-
венство (2.9) является следствием неравенства (2.8).

Для доказательства утверждения (A) теоремы 2.1 применялись идеи, за-
ложенные в работах Н.И. Черных [6, 7] и В.А. Юдина [24] о построении
экстремального веса (решения двойственной задачи).

3 Некоторые свойства ультрасферического сдви-
га.

В этом пункте приводятся необходимые в дальнейшем известные свойства
(см. [34, 35]) оператора

Tt F (x) =



1

2
{F (x+ t) + F (x− t)}, λ = 0,

µ(λ)
∫ π

0
f(cosx cos t+

+ sin x sin t cosϕ) sin2λ−1 ϕdϕ, λ > 0,

(3.1)

µ(λ) = 1/
∫ π

0
sin2λ−1 ϕdϕ

ультрасферического сдвига с шагом t ∈ R, действующего на функции F (x)
вида

F (x) = f(cosx), x ∈ R.

ЛЕММА 3.1 Пусть λ ≥ 0, 0 < τ ≤ π/2, функция F (x) = f(cosx) непре-
рывна при всех x ∈ R и

F (x) = 0, x ∈ [τ, π].
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Тогда функция G(x) = TτF (x) является непрерывной при всех x ∈ R и

G(x) = 0, x ∈ [2τ, π].

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. При λ = 0 утверждения леммы легко проверя-
ются. Пусть λ > 0. Непрерывность функции G очевидна. По условию лем-
мы имеем

f(u) = 0, u ∈ [−1, cos τ ]. (3.2)

ФункцияA(x, τ, ϕ) = cosx cos τ+sin x sin τ cosϕ принимает свои значения
в отрезке [−1, cos τ ], если

0 < τ ≤ π/2, 0 ≤ ϕ ≤ π, 2τ ≤ x ≤ π. (3.3)

Действительно, в этом случае sin x sin τ ≥ 0, поэтому при фиксированных
τ ∈ (0, π/2], x ∈ [2τ, π] функция A(x, τ, ϕ) монотонно изменяется в отрез-
ке [cos(x + τ), cos(x − τ)], когда ϕ меняется от π до 0, при этом [cos(x +
τ), cos(x − τ)] ⊆ [−1, cos τ ]. Поэтому −1 ≤ A(x, τ, ϕ) ≤ cos τ , если выпол-
нено (3.3). Отсюда, (3.1) и (3.2) получаем утверждение леммы.

Напомним, что через Rk = Rk,λ, k = 0, 1, 2, . . . , λ ≥ 0 мы обозначали
полиномы

Rk,0(x) = cos kx,Rk,λ(x) = Cλ
k (cosx)/Cλ

k (1), λ > 0, (3.4)

где

Cλ
k (u) =

[k/2]∑
l=0

(−1)lΓ(k − l + λ)(2u)k−2l

Γ(λ) Γ(l + 1) Γ(k − 2l + 1)

есть многочлен Гегенбауэра (ультрасферический многочлен) (см. [40, стр.
96, формула (4.7.31)]). Известны (см. [40, с.91,92,175], [38, с.399]) следую-
щие свойства полиномов (3.4)

Rk(t) = (−1)kRk(π − t), (3.5)

| Rk(t) |≤ Rk(0) = 1, (3.6)∫ π

0
Rk(x)Rl(x) sin2λ x dx = 0, k 6= l, (3.7)

где k, l ∈ Z+, t ∈ R, λ ≥ 0. В частности, в пространстве L2
λ функций со

скалярным произведением

(F,G)λ =
∫ π

0
F (x)G(x) sin2λ x dx, λ ≥ 0 (3.8)

полиномы Rk, k ∈ Z+ образуют ортогональную систему.
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В 1954 году С. Бохнер [34] (см. также [35]) ввел понятие ультрасфери-
ческой свертки для функций F (x) = f(cosx), G(x) = g(cosx) из L2

λ, λ ≥ 0

(F ∗G)λ(t) =
∫ π

0
{TxF (t)}G(x) sin2λ x dx

и, опираясь на результат (1.22) Л. Гегенбауэра, доказал коммутативность
этой операции

(F ∗G)λ(t) = (G ∗ F )λ(t), t ∈ R. (3.9)

Поскольку TxF (t) = TtF (x) для любых x, t из R, то равенство (3.9) озна-
чает самосопряженность ультрасферического сдвига. То есть справедлива

ЛЕММА 3.2 Пусть λ ≥ 0, t ∈ R и функции F (x) = f(cosx), G(x) =
g(cosx) принадлежат пространствуL2

λ. Тогда справедливо равенство

(TtF,G)λ = (F, TtG)λ. (3.10)

4 Вспомогательные утверждения.

Рассмотрим следующее множество функций

Φλ
n =

F (x) =
∑
k≥n

ρkRk(x) : F (0) =
∑
k≥n

ρk = 1, вρk ≥ 0

 , (4.1)

где λ ≥ 0, n ∈ N, Rk = Rk,λ – косинус-полиномы (3.4) Гегенбауэра.
Это множество является выпуклым подмножеством пространства C[0, π]
непрерывных на [0, π] функций.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4.1. Положительное число σ = σ(Φλ
n) назовем точкой

Черныха для множества Φλ
n, если одновременно выполняются следующие

два условия

(a) для любой функцииF ∈ Φλ
n найдется точка x∗ ∈ (0, σ), в которойF (x∗) <

0;

(b) для любого δ ∈ (0, σ) найдутся функция Fδ ∈ Φλ
n и число ε > 0, такие

что Fδ(x) ≥ ε при всех x ∈ [0, δ].

Результаты (2.1), (2.2) Н.И. Черных эквивалентны равенству

σ(Φ0
n) = π/n, n = 1, 2, . . . . (4.2)

В.Ю. Попов [25, теорема 3] получил результат, из которого вытекает
неравенство

σ(Φλ
n) ≤ 2π/(n+ 1), λ = 1/2, λ = 1, n = 1, 2, . . . . (4.3)

Одним из основных результатов этого пункта является
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ЛЕММА 4.1 Пусть λ ≥ 0, n = 1, 2, . . .. Тогда справедливы оценки

τn,λ ≤ σ(Φλ
n) ≤ 2τn,λ, (4.4)

где τn,λ есть первый положительный нуль полинома Rn(x) (см. (3.4),
(2.5)).

ЗАМЕЧАНИЕ 4.1. При λ = 0, в силу равенства (4.2) Н.И. Черных,
σ(Φ0

n) = 2τn,0. При λ = 1/2, n = 1 и при λ = 1, n ≥ 1 оценка сверху в
(4.4) совпадает с неравенством (4.3) В.Ю. Попова, а при λ = 1/2, n ≥ 2 −
уточняет его, т.к. 2τn,1/2 < 2π/(n+ 1) (см. [40, с.147, (6.6.4)]).

Доказательство леммы 4.1. Оценка снизу τn,λ ≤ σ(Φλ
n) вытекает из того,

что функция Rn принадлежит множеству Φλ
n и удовлетворяет неравенству

Rn(x) ≥ Rn(δ) > 0 при всех x ∈ (0, δ) и δ ∈ (0, τn,λ). Доказательство оценки
сверху

σ(Φλ
n) ≤ 2τn,λ (4.5)

будем проводить по схеме Н.И. Черных [6]. А именно, построим вес – неотри-
цательную, ненулевую и интегрируемую на [0, 2τn,λ] функцию v = vn,λ, удо-
влетворяющую условиям∫ 2τn,λ

0
Rk(x) v(x) dx ≤ 0, k ≥ n. (4.6)

Эти условия дадут нам неравенство (4.5), т.к. для каждой функции

F (x) =
∑
k≥n

ρk Rk(x), F (0) = 1, ρk ≥ 0, k ≥ n

из Φλ
n мы имели бы∫ 2τn,λ

0
F (x) v(x) dx =

∑
k≥n

ρk

∫ 2τn,λ

0
Rk(x) v(x) dx ≤ 0.

Отсюда, ввиду нетривиальности и неотрицательности v, следовало бы су-
ществование точки x∗ = x∗(F ) из открытого интервала (0, 2τn,λ), в которой
F (x∗) < 0.

Идея построения искомого веса v близка к той, которая применялась
В.А. Юдиным в работе [24]. Предварительно мы определим четную 2π-периодическую
непрерывную функцию V = Vn,λ, которую достаточно задать на отрезке
[0, π]

V (x) = Rn(x), 0 ≤ x ≤ τn,λ;V (x) = 0, τn,λ < x ≤ π. (4.7)

Искомый вес v = vn,λ определим по формуле

v(x) = (sin2λ x)Tτn,λ
V (x), x ∈ R, (4.8)
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где Tt есть (3.1) ультрасферический сдвиг с шагом t. Из определения (3.1)
видно, что v является ненулевой, неотрицательной и непрерывной на за-
мкнутом отрезке [0, π] функцией. При n = 1, 2, . . ., в силу свойств (3.5)–
(3.7), первый положительный нуль полинома Rn удовлетворяет неравен-
ствам 0 < τn,λ ≤ π/2. Отсюда по лемме 3.1 имеем

v(x) = 0, x ∈ [2τn,λ, π]. (4.9)

Используя (3.10) – самосопряженность оператора Tt, получаем

ak(v) =
∫ 2τn,λ

0
v(x)Rk(x) dx =

∫ π

0
v(x)Rk(x) dx =

= (Tτn,λ
V,Rk)λ = (V, Tτn,λ

Rk)λ =

= Rk(τn,λ)
∫ τn,λ

0
Rn(x)Rk(x) sin2λ x dx. (4.10)

Известно (см. [40, с.79]), что функции

ϕl(x) = Rl(x) sinλ x, l = 1, 2, . . .

удовлетворяют уравнению

ϕ′′l (x)− q(x, λ)ϕl(x) = −(l + λ)2ϕl(x), (4.11)

q(x, λ) = λ(λ− 1) sin−2 x.

Рассмотрим выражение

c(n, k) = {(n+ λ)2 − (k + λ)2}
∫ τn,λ

0
ϕn(x)ϕk(x) dx.

Применяя стандартный прием с использованием уравнения (4.11), получим

c(n, k) =
∫ τn,λ

0
{ϕ′′k(x)ϕn(x)− ϕk(x)ϕ

′′
n(x)}dx =

= {ϕ′k(x)ϕn(x)− ϕk(x)ϕ
′
n(x)}

∣∣∣τn,λ

0 =

= −ϕk(τn,λ)ϕ
′
n(τn,λ) = −

(
sin2λ τn,λ

)
Rk(τn,λ)R

′
n(τn,λ).

Отсюда и (4.10) вытекает, что

an(v) = 0,

ak(v) = Rk(τn,λ)
{
(n+ λ)2 − (k + λ)2

}−1
c(k, n) =
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=
{
(k + λ)2 − (n+ λ)2

}−1 (
sin2λ τn,λ

)
R2

k(τn,λ)R
′
n(τn,λ) ≤ 0

при k > n, т.к. R′n(τn,λ) < 0, n = 1, 2, . . . (поскольку все нули полинома Rn

вещественные, простые и при переходе через точку τn,λ функция Rn меняет
знак с + на −). То есть мы нашли вес v, удовлетворяющий условиям (4.6).
Лемма доказана.

Второе основное утверждение этого пункта принадлежит В.В. Арестову
и публикуется здесь с его разрешения.

ЛЕММА 4.2 Пусть на отрезке [0, τ ] задана система непрерывных функ-
ций Pk, k = 1, 2, . . ., удовлетворяющая следующим трем условиям

(a) Pk(0) = 0, k = 1, 2, . . .;

(b) существует абсолютная константаM ≥ 1 такая, что | Pk(t) |≤
M при t ∈ [0, τ ], k = 1, 2, . . .;

(c) для любого ξ ∈ (0, τ ] выполняется неравенство

limk→∞{max
t∈[ξ,τ ]

Pk(t)} ≤ 1.

Тогда для любого ε∗ ∈ (0, 1) найдется функция

F (t) =
∑
k≥1

ρk Pk(t),
∑
k≥1

ρk = 1

с неотрицательными коэффициентами ρk ≥ 0, k = 1, 2, . . ., такая,
что

F (t) ≤ 1 + ε∗, t ∈ [0, τ ] (4.12)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем 0 < ε < ε∗. Положим F1(t) = P1(t).
Пусть построена функция

Fn(t) =
N(n)∑
k=1

ρkPk(t),
N(n)∑
k=1

ρk = 1, ρk ≥ 0.

Выберем число θ ∈ (0, 1), удовлетворяющее условию θM ≤ 1−ε. Построим
Fn+1 следующим образом. Возьмем такое число δn ∈ (0, τ), чтобы выпол-
нялось неравенство

(1− θ)Fn(t) ≤ ε, t ∈ [0, δn].

Теперь выберем N(n+ 1) такое, чтобы

PN(n+1)(t) ≤ 1 + ε = E, t ∈ [δn, τ ].

18



Положим Fn+1(t) = θPN(n+1)(t) + (1− θ)Fn(t). Для t ∈ [0, δn] имеем

Fn+1(t) ≤ θM+(1−θ)ε ≤ 1−ε+(1−θ)ε = 1+εθ ≤ 1+ε
1− ε

M
≤ 1+ε = E.

Обозначим через Mk = max {Fk(t) : 0 ≤ t ≤ τ}, k = 1, 2, . . . , n, очевидно,
что Mk ≤M . При t ∈ [δn, τ ] получаем

Fn+1(t) ≤ θE + (1− θ)Mn,

Mn ≤ max{E, θE + (1− θ)Mn−1},
...

M2 ≤ max{E, θE + (1− θ)M1}.
Поскольку выражение

θE + (1− θ){θE + (1− θ){θE + (1− θ){. . . (1− θ)M1}} . . .} =

= θE{1 + (1− θ) + (1− θ)2 + . . .+ (1− θ)n−1 + (1− θ)nM1/(θE)}
при n→∞ стремится к θE/{1− (1− θ)} = E = 1 + ε и любая сумма вида

θE{1 + (1− θ) + . . .+ (1− θ)k−1 + (1− θ)k/θ}, k = 1, 2, . . . , n

равна E = 1 + ε, то это влечет неравенство limn→∞Mn ≤ 1 + ε, что эквива-
лентно утверждению леммы.

В следующем пункте нам также понадобится очевидное утверждение.
Предложение 4.1. Если r ≥ 1, | u |≤ 1, то 1 − ru ≤ (1 − u)r. Если

0 < r < 1, | u |≤ 1, то 2r−1(1− u) ≤ (1− u)r.

5 Доказательство теоремы 2.1.

Начнем с доказательства утверждения (A) теоремы 2.1. Пусть r ≥ 1, в си-
лу соотношений (1.19), (1.22), (1.15), (1.14) и предложения 4.1 достаточно
установить неравенство∑

k≥n

ρk < sup
0<t≤2τn,λ

∑
k≥n

{1− rRk(t)}ρk (5.1)

для любой последовательности неотрицательных чисел ρk ≥ 0, k = n, n +
1, . . ., удовлетворяющей условию

∑
k≥n ρk = 1. Заметим, что ряд, стоящий в

правой части (5.1) можно представить в виде∑
k≥n

{1− rRk(t)}ρk =
∑
k≥n

ρk − rF (t),
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где функция F (t) =
∑

k≥n ρkRk(t) принадлежит множеству Φλ
n (см. (4.1)). В

силу леммы 4.1 точка Черныха для множества Φλ
n удовлетворяет неравен-

ству
σ(Φλ

n) ≤ 2τn,λ.

Следовательно, (см. определение 4.1, часть (a)) для F найдется точка x∗ ∈
(0, 2τn,λ), в которой F (x∗) < 0. Поэтому справедливо неравенство

sup
0<t≤2τn,λ

∑
k≥n

ρk − rF (t)

 >
∑
k≥n

ρk,

которое совпадает с (5.1). Случай 0 < r < 1 получается аналогично.
Для доказательства утверждения (B) теоремы 2.1 воспользуемся лем-

мой 4.2 В.В. Арестова. Пусть r > 0, 0 < τ < π. Система функций

Pk(t) = {1−Rn+k(t)}r, k = 0, 1, . . . ,

как известно (см. [40, с.175, (b). Формула Дарбу, формула(7.32.2)]), удовле-
творяет всем условиям леммы 4.2. Поэтому для любого ε ∈ (0, 1) найдется
последовательность неотрицательных чисел ρ0, ρ1, . . . такая, что

∑
k≥0 ρk =

1 и ∑
k≥0

ρk

/
sup

0<t≤τ

∑
k≥0

{1−Rn+k(t)}rρk ≥
1

1 + ε
.

Устремляя ε к нулю, получим требуемое утверждение.
Для доказательства утверждения (C) теоремы 2.1 при r = 1 достаточ-

но, в силу леммы 4.2, построить последовательность функций FN , N =
n + 1, n + 2, . . . , вида FN(x) =

∑N
k=n+1 ρkRk(x), FN(0) = 1 с неотрица-

тельными коэффициентами ρk, k ≥ n+1 такую, чтобы при любом ξ ∈ (0, π]
выполнялось бы соотношение

‖FN‖C[ξ,π] → 0 п N →∞. (5.2)

В случае 0 < r < 1 достаточно будет затем применить неравенство Йенсена∑N
k=n+1 ρk{1 − Rk(x)}r ≤

{∑N
k=n+1 ρk{1−Rk(x)}

}r
,
∑N

k=n+1 ρk = 1, ρk ≥
0, k ≥ n+ 1.

Пример такой последовательности функций можно построить с помо-
щью формулы Кристоффеля–Дарбу (см. [40, гл.3, §\nobreakspace {}3.2],
[41, формулы (1.4), (2.4), (2.5), (2.7), (4.7), (4.14)]), а также равенства (см.
[40, (4.7.14)]) d

dt
Cλ

k (t) = 2λCλ+1
k−1 (t) для производных алгебраических много-

членов Гегенбауэра. А именно, при t = cos x положим (см. (3.4))

Pk(t) = Rk(arccost) =
Cλ

k (t)

Cλ
k (1)

, k = 0, 1, . . . ,
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QN(t) =
N∑

k=0

rkPk(t), rk =
k + λ

λ

(
k + 2λ− 1

k

)
.

Следующая последовательность функций FN(x) = F ∗
N(t), t = cos x,

F ∗
N(t) =

QN(t)−Qn(t)

QN(1)−Qn(1)
=

∑N
k=n+1 rkPk(t)∑N

k=n+1 rk

,

N = n+ 1, n+ 2, . . . , является искомой, т.к. F ∗
N(t) преобразуется к виду

F ∗
N(t) =

2λ+ 1

2λ(1− t)
·

(
N+2λ

N

)
{PN(t)− PN+1(t)} −

(
n+2λ

n

)
{Pn(t)− Pn+1(t)}(

N+2λ
N

)
(2λ+ 1 + 2N)−

(
n+2λ

n

)
(2λ+ 1 + 2n)

и (см., например, [32, с.248])
(

N+2λ
N

)
= N2λ

Γ(2λ+1)

{
1 +O

(
1
N

)}
. Теорема 2.1

доказана.
ЗАМЕЧАНИЕ 5.1. Используя (4.6), (4.8), можно получить доказатель-

ство утверждения (A) теоремы 2.1 в случае r > 1 способом, предложенным
в работе В.В. Шалаева [39, теорема 1, следствие 1]

ЗАМЕЧАНИЕ ПРИ КОРРЕКТУРЕ. В 1995 г. В.В.Арестов и В.Ю.Попов
опубликовали [42] доказательство точного неравенства Джексона–Стечкина
в пространстве L2(Sm−1), m = 3, 4, аннонсированного ими в [27].

Данная работа обсуждалась в Уральском государственном университе-
те на семинаре под рукодством профессора В.В.Арестова. Автор благода-
рен профессору В.В.Арестову, а также доценту В.Ю.Попову за полезные
обсуждения.
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