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1 Введение.

В этой работе доказано точное неравенство Джексона–Стечкина в про-
странстве L2 на отрезке с весом Якоби, и, как следствие, получены род-
ственные неравенства для функций многих переменных, заданных на про-
ективных пространствах. Указанный результат для приближений на отрез-
ке, в основном, был анонсирован ранее автором в [2].

Пусть α > −1, β > −1 и Rk = Rα,β
k – алгебраические многочлены

Якоби порядка k = 0, 1, 2, . . . , ортогональные на отрезке [−1, 1] c весом
(1− z)α(1 + z)β (см. [3, гл.IV])∫ 1

−1
Rk(z)Rl(z)(1− z)α(1 + z)βdz = 0, k 6= l, k, l ∈ Z+,

и нормированные условием Rk(1) = 1, k ∈ Z+. Как известно (см. [4, с.75]),
они удовлетворяют рекуррентному соотношению при k=1,2,. . .

2(k + α+ 1)(k + α+ β + 1)

(2k + α+ β + 1)(2k + α+ β + 2)
Rk+1(z) =

=

(
z +

α2 − β2

(2k + α+ β)(2k + α+ β + 2)

)
Rk(z) − 2k(k + β)

(2k + α+ β)(2k + α+ β + 1)
Rk−1(z),

2



R0(z) = 1, R1(z) =
α− β + (α+ β + 2)z

2(α+ 1)
.

Ясно, что система косинус-полиномов Якоби

φk(x) = φα,β
k (x) = Rα,β

k (cosx), φk(0) = 1, k ∈ Z+, (1.1)

является ортогональной на отрезке [0, π] c весом
(
sin

x

2

)2α+1 (
cos

x

2

)2β+1

∫ π

0
φk(x)φl(x)

(
sin

x

2

)2α+1 (
cos

x

2

)2β+1

dx = 0, k 6= l, k, l ∈ Z+.

Приведем известные примеры таких полиномов (см. [3, с.72, (4.1.7), (4.1.8)])

φ
−1/2,−1/2
k (x) = cos kx; φ

1/2,1/2
k (x) =

sin(k + 1)x

(k + 1) sinx
;

φ
1/2,−1/2
k (x) =

sin 2k+1
2
x

(2k + 1) sin x
2

, φ
−1/2,1/2
k (x) =

cos 2k+1
2
x

cos x
2

.

Косинус-полиномы Якоби обладают следующими замечательными свой-
ствами (см. [3, с.71, (4.1.5)]): при любых α > −1, k ∈ Z+ справедливы
равенства

φ
α,−1/2
k (x) = φα,α

2k

(
x

2

)
, φ

α,1/2
k (x) =

1

cos x
2

φα,α
2k+1

(
x

2

)
. (1.2)

Обозначим черезL2 = L2
α,β пространство вещественных измеримых чет-

ных 2π-периодических функций видаF (x) = f(cosx), x ∈ R, со скалярным
произведением

(F,G) =
∫ π

0
F (x)G(x)

(
sin

x

2

)2α+1 (
cos

x

2

)2β+1

dx

и нормой ‖F‖ = (F, F )1/2. Наилучшим приближением функции F ∈ L2

пространством

Cn−1 =

{
G : G(x) =

n−1∑
k=0

ak cos kx, ak ∈ R

}

косинус-полиномов порядка n− 1 называется величина

En−1(F ) = min{‖F −G‖ : G ∈ Cn−1}. (1.3)
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Для оценки сверху этой величины нам понадобится важное обобщение по-
нятия сдвига (см. [5]) произвольной функции F ∈ L2, основанное на ее раз-
ложении в ряд Фурье по косинус-полиномам Якоби

F (x) =
∞∑

ν=0

Fνφν(x), Fν =
(F, φν)

(φν , φν)
. (1.4)

А именно, оператором (обобщенного) сдвига с шагом t ∈ R называется
линейный оператор Tt, который действует на функции F ∈ L2 вида (1.4) по
закону

TtF (x) =
∞∑

ν=0

Fνφν(t)φν(x). (1.5)

Поскольку φ0(t) = 1, то, как нетрудно заметить, оператор сдвига (с любым
фиксированным шагом t ∈ R) переводит постоянные функции в себя, на-
пример, Tt1 = 1. Кроме того, известно (см. [3, с.175, (7.32.2)]), что в случае

α ≥ β > −1, α ≥ −1

2
(1.6)

косинус-полиномы Якоби φk = φα,β
k удовлетворяют следующим соотноше-

ниям
max
t∈R

|φk(t)| = φk(0) = 1, k ∈ Z+. (1.7)

Следовательно, в этом случае норма оператора Tt, как оператора изL2 вL2,
равна единице. Поэтому применима схема Грюнвальда – Летникова [6], [7]
(см. также [8, §\nobreakspace {}20], [9], [10]) построения соответствующего
разностного оператора (вещественного) порядка r > 0 с шагом t ∈ R

∆r
t = (I − Tt)

r/2 =
∞∑

k=0

(−1)k

(
r/2

k

)
T k

t , (1.8)

где I – тождественный оператор,

(
a

0

)
= 1,

(
a

k

)
=
a(a− 1) . . . (a− k + 1)

k!
, k =

1, 2, . . . ,– биномиальные коэффициенты. Модулем непрерывности порядка
r > 0 функции F ∈ L2 называется следующая функция переменного τ > 0

ωr(F, τ) = sup{‖∆r
tF‖ : |t| ≤ τ}.

Следующая взаимосвязь между модулями непрерывности различных по-
рядков получается путем повторения рассуждений, содержащихся в рабо-
тах С.Б.Стечкина [11, лемма 2], Х.П.Рустамова [9, с.130, неравенство (1.8)
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и его обоснование]. Пусть α ≥ β > −1, α ≥ −1/2, τ > 0. Тогда для любой
функции F ∈ L2

α,β выполняется неравенство

ωq(F, τ) ≤ 2(q−r)/2ωr(F, τ), 0 < r < q. (1.9)

Кроме того, из определений (1.8), (1.5) и равенства Парсеваля следует, что
для каждой функции F ∈ L2

α,β вида (1.4) справедливо соотношение

‖∆r
tF‖2 =

∞∑
k=1

F 2
k {1− φk(t)}r, t ∈ R, r > 0, (1.10)

из которого следует, что при r > 0

ωr(F, τ) ≤ ωr(F, π), 0 < τ ≤ π; ωr(F, τ) = ωr(F, π), τ ≥ π. (1.11)

Зафиксируем числа α, β, удовлетворяющие условиям (1.6), а также чис-
ла τ > 0, r > 0, n ∈ N и рассмотрим классическую задачу о точной кон-
станте K = Kα,β

n (τ, r) в неравенстве Джексона–Стечкина в пространстве
L2 = L2

α,β

En−1(F ) ≤ Kωr(F, τ), F ∈ L2, (1.12)

т.е. задачу о вычислении величины

Kα,β
n (τ, r) = sup

{
En−1(F )

ωr (F, τ)
: F ∈ L2, F 6≡ const

}
. (1.13)

Величину (1.13) мы будем иногда называть константой Джексона–Стечкина.
Эта задача имеет большую историю, информация о качественной картине
в этой области (вопросы ограниченности констант) содержится в работах
М.К.Потапова [12], Х.П.Рустамова [10]. Что касается точных результатов
в этой тематике, то соответствующие исторические сведения можно най-
ти в работе автора [1]. Ниже мы перечислим лишь те из них, которые име-
ют непосредственное отношение к теме исследований данной статьи. Хотя
некоторые авторы приводимых ниже результатов применяли иные модули
непрерывности, но при доказательстве они переходили к задачам, которые
возникают и в данной работе. Учитывая это обстоятельство, мы сформули-
руем указанные результаты в обозначениях, принятых здесь.

Точную константу в неравенстве Джексона–Стечкина (1.12) в простран-
стве L2

−1/2,−1/2 нашел Н.И.Черных в 1967 году [13]

K−1/2,−1/2
n (τ, r) =

√√√√ 2r(
2r
r

) , τ ≥ 2π

n
, n > r, r = 2, 3, . . . . (1.14)
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Для случая r = 1 он получил [14], [15] более тонкое утверждение относи-
тельно поведения величины K−1/2,−1/2

n (τ, 1) по τ. Подробнее, Н.И.Черных
нашел точку τ = τ−1/2,−1/2

n (1) = = π/n, начиная с которой указанная вели-
чина выходит на свой глобальный минимум, равный единице

K−1/2,−1/2
n (τ, 1) = 1, τ ≥ π

n
, n = 1, 2, 3, . . . ; (1.15)

K−1/2,−1/2
n (τ, 1) > 1, 0 < τ <

π

n
, n = 1, 2, 3, . . . . (1.16)

Положим
Kα,β

n (r) = min
τ>0

Kα,β
n (τ, r). (1.17)

Используя определение (1.13) и свойство (1.11), легко заметить, что

Kα,β
n (r) = Kα,β

n (π, r) = Kα,β
n (τ, r), τ ≥ π. (1.18)

Сейчас естественно ввести следующее

Определение 1.1 Точкой Черныха в неравенстве Джексона–Стечкина
(1.12) в пространстве L2

α,β называется точная нижняя грань по-
ложительных значений τ > 0, для которых величина Kα,β

n (τ, r) (как
функция переменной τ ) принимает свое минимальное значениеKα,β

n (r)

τα,β
n (r) = inf{τ > 0 : Kα,β

n (τ, r) = Kα,β
n (r)}. (1.19)

Следующий существенный шаг в этом направлении был сделан В.А.Юдиным
[16], который получил точное неравенство Джексона (с первым модулем
непрерывности) в пространствеL2(Tm) функций на многомерном торе Tm, m ≥
2. Ряд точных неравенств Джексона–Стечкина между наилучшим средне-
квадратичным приближением функции (одной или нескольких переменных)
и значением ее r-го модуля непрерывности в одной точке был получен в ра-
ботах [17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24], [1], [25], [?]Gorbachev), [27].
В частности, в работе автора [1, теоремы 2.1, 2.2, замечания 2.1 – 2.5] со-
держится результат (см. теорему 1.1 ниже), относящийся к ультрасфериче-
скому случаю задачи (1.13) о точной константе в неравенстве Джексона–
Стечкина (1.12) в пространстве L2

α,α, α ≥ −1/2, который тесно связан с
аналогичной задачей в пространстве L2(Sm−1) функций на единичной сфе-
ре Sm−1 вещественного евклидова пространства Rm размерности m ≥ 2.

При α > −1, β > −1, n ∈ N обозначим через xα,β
n первый положитель-

ный нуль косинус-полинома Якоби φα,β
n (см. (1.1))

xα,β
n = min{x > 0 : φα,β

n (x) = 0}. (1.20)
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Теорема 1.1 Пусть n = 1, 2, . . . . Тогда выполняются следующие утвер-
ждения

(A) при α ≥ −1/2 для каждой функции F ∈ L2
α,α, F 6≡ const справедли-

вы неравенства

En−1(F ) < ωr(F, 2x
α,α
n ), r ≥ 1, (1.21)

En−1(F ) < 2(1−r)/2ωr(F, 2x
α,α
n ), 0 < r < 1; (1.22)

(B) при α > −1/2 для любого τ ∈ (0, π) существует последователь-
ность функций Gk, k = 1, 2, . . . , из L2

α,α, такая, что

lim
k→∞

En−1(Gk)

ωr(Gk, τ)
≥ 1, r > 0.

(C) при α > −1/2 существует последовательность функций Gk, k =
1, 2, . . . , из L2

α,α, такая, что

lim
k→∞

En−1(Gk)

ωr(Gk, π)
≥ 1, 0 < r ≤ 1.

Замечание 1.1.
1) Пункт (B) теоремы 1.1 принадлежит В.В.Арестову, который на самом

деле установил более общее утверждение [24, теорема 1], [1, лемма 4.2].
2) Дляα = −1/2, r = 1 утверждения теоремы 1.1 получены Н.И.Черных

[14].
3) При α = −1/2, r > 1 неравенство (1.21) доказано В.В.Шалаевым

[22].
4) В случаях α = 0, 1/2, n ≥ 1, r ≥ 1 В.Ю.Попов получил неравенство

[24, (6.4), (6.6)]

En−1(F ) < ωr

(
F,

2π

n+ 1

)
, F ∈ L2, F 6≡ const,

которое при α = 0, n = 1, r ≥ 1 и α = 1/2, n ≥ 1, r ≥ 1 совпадает с
неравенством (1.21), а при α = 0, n ≥ 2, r ≥ 1 неравенство (1.21) уточняет
указанный результат В.Ю.Попова, т.к. 2x0,0

n < 2π/(n + 1) (см. [3, с.147,
(6.6.4)]).

5) В силу известного свойства (1.9) модуля непрерывности первое нера-
венство в пункте (A) влечет второе. В работе [1] содержится также иное
доказательство неравенства (1.22).
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Замечание 1.2. Ниже (см. первое утверждение следствия 4.1) будет пока-
зано, что утверждение (B) теоремы 1.1 выполняется и при τ = π (а значит,
и при любом τ > 0).

Предложение 1.1 Если α ≥ β > −1, α ≥ −1/2, r > 0, n ∈ N, то с
помощью функции φα,β

n (x) легко показать (см. (1.10), (3.1)), что при
0 < τ < xα,β

n точная константа K = Kα,β
n (τ, r) в неравенстве (1.12)

будет строго больше единицы

Kα,β
n (τ, r) > 1, 0 < τ < xα,β

n .

Теорема 1.1, замечание 1.2 и предложение 1.1 позволяют локализовать
точку Черныха (1.19) в неравенстве Джексона–Стечкина (1.12) в простран-
стве L2

α,α, при α > −1/2, r ≥ 1.

Следствие 1.1 Пусть α > −1/2. Тогда точная константа в неравен-
стве Джексона–Стечкина (1.12) в пространстве L2

α,α удовлетворя-
ет соотношениям

Kα,α
n (τ, r) > 1, 0 < τ < xα,α

n , r > 0, n ∈ N;

Kα,α
n (τ, r) = 1, τ ≥ 2xα,α

n , r ≥ 1, n ∈ N;

и потому имеют место оценки

xα,α
n ≤ τα,α

n (r) ≤ 2xα,α
n , r ≥ 1, n ∈ N.

2 Формулировка основного результата.

В данной работе найдена точная константа K = Kα,β
n (τ, r) в неравенстве

Джексона–Стечкина (1.12) в пространстве L2
α,β при α > β ≥ −1/2, r ≥

1, τ ≥ 2xα,β
n , n ≥ max

{
2, 1 +

α− β

2

}
при β > −1/2, n ≥ 1 при β = −1/2, и

локализована точка Черныха (1.19) в этом неравенстве. Приведена много-
мерная интерпретация этого результата на примере L2-приближений функ-
ций, заданных на проективных пространствах, а также дополнен результат
В.В.Арестова об оценке снизу для константы Джексона – Стечкина на мно-
гомерной сфере.

Теорема 2.1 Пусть α > β ≥ −1/2. Тогда выполняются следующие
утверждения
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(A) для каждого натурального n ≥ max

{
2, 1 +

α− β

2

}
и произволь-

ной функции F из пространства L2
α,β справедливы неравенства

En−1(F ) ≤ ωr(F, 2x
α,β
n ), r ≥ 1, (2.1)

En−1(F ) ≤ 2(1−r)/2ωr(F, 2x
α,β
n ), 0 < r < 1; (2.2)

(B) для каждого натурального числа n ∈ N и любого положительно-
го числа τ > 0 существует последовательность функцийGk, k ∈
N, из L2

α,β, такая, что

lim
k→∞

En−1(Gk)

ωr(Gk, τ)
≥ 1, r > 0.

Замечание 2.1. Пункты 1), 5) замечания 1.1 остаются в силе и для теоре-
мы 2.1.

Замечание 2.2. Ниже (см. следствие 4.1) будет показано, что при α > β =
−1/2 утверждение (A) теоремы 2.1 справедливо для любого натурального
n ≥ 1.

Замечание 2.3. В случае α > β > −1/2 утверждения теоремы 2.1 были
анонсированы автором [2] в иной эквивалентной форме.

С помощью теоремы 2.1, замечания 2.2 и предложения 1.1 получаем

Следствие 2.1 Пусть α > β ≥ −1/2, n ≥ max

{
2, 1 +

α− β

2

}
, τ ≥

2xα,β
n . Тогда для точной константы (1.13) и точки Черныха (1.19)

в неравенстве Джексона–Стечкина (1.12) в пространстве L2
α,β вы-

полняются соотношения

Kα,β
n (τ, r) = 1, r ≥ 1; (2.3)

1 ≤ Kα,β
n (τ, r) ≤ 2(1−r)/2, 0 < r < 1;

xα,β
n ≤ τα,β

n (r) ≤ 2xα,β
n .

Следствие 2.2 Пусть α > −1/2, n ∈ N, τ ≥ min{π, 2xα,−1/2
n }. Тогда

имеют место соотношения

Kα,−1/2
n (τ, r) = 1, r ≥ 1;

1 ≤ Kα,−1/2
n (τ, r) ≤ 2(1−r)/2, 0 < r < 1;

xα,−1/2
n ≤ τα,−1/2

n (r) ≤ min{π, 2xα,−1/2
n }.
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Доказательство теоремы 2.1 будет проведено поэтапно. Вначале мы по-
кажем, как из результата В.В.Арестова [24, теорема 1], [1, лемма 4.2] и
известных свойств полиномов Якоби следует оценка снизу для величины
(1.13), а затем, применяя идеи, содержащиеся в работах Н.И. Черных [13],
[14] и В.А.Юдина [16], по аналогии с тем, как это уже делалось в ультрасфе-
рическом случае в статье автора [1], построим вес (допустимую функцию в
двойственной задаче), который даст нужную оценку сверху для искомой ве-
личины.

3 Редукция к экстремальной задаче для поли-
номов Якоби. Оценка снизу.

Пусть α ≥ β > −1, α ≥ −1/2. По стандартной схеме (см., например, [1]), с
помощью равенства Парсеваля, получаем, что для любой функции F ∈ L2

α,β

квадрат величины (1.3) ее наилучшего среднеквадратичного приближения
косинус-полиномами порядка n− 1 вычисляется по формуле

E2
n−1(F ) =

∞∑
k=n

F 2
k , Fk =

(F, φk)

(φk, φk)
, (3.1)

где φk = φα,β
k , k ∈ Z+, – косинус-полиномы Якоби (1.1), а квадрат нор-

мы ее разности порядка r > 0 с шагом t ∈ R удовлетворяет равенству
(1.10). Поэтому задача (1.13) сводится к следующей экстремальной зада-
че для косинус-полиномов Якоби. При фиксированных α ≥ β > −1, α ≥
−1/2, τ > 0, r > 0, n ∈ N найти наилучшую константу K = Kα,β

n (τ, r) в
неравенстве

∞∑
k=n

ρk ≤ Kmax
|t|≤τ

∞∑
k=1

ρk{1− φk(t)}r,
∞∑

k=1

ρk <∞, ρk ≥ 0, k ∈ N. (3.2)

Не трудно показать, что

Kα,β
n (τ, r) = sup


∞∑

k=n
ρk

max
0≤t≤τ

∞∑
k=n

ρk{1− φk(t)}r
: 0 <

∞∑
k=n

ρk <∞, ρk ≥ 0, k ≥ n

 .
(3.3)

Обратим внимание читателя на то, что суммирование во всех суммах в (3.3)
ведется по k, начиная с n, и это не есть опечатка. Очевидно также, что спра-
ведливо равенство

{Kα,β
n (τ, r)}2 = Kα,β

n (τ, r) (3.4)
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при α ≥ β > −1, α ≥ −1/2, τ > 0, r > 0, n ∈ N. Задачу (3.3) можно
преобразовать к виду

Kα,β
n (τ, r) = sup

{ ∞∑
k=n

ρk :
∞∑

k=n

ρk{1− φk(t)}r ≤ 1, t ∈ [0, τ ]; ρk ≥ 0, k ≥ n

}
.

(3.5)
Видно, что (3.5) есть задача (бесконечномерного) линейного программи-
рования. Такого рода задачи возникают и в других областях математики,
например, при исследовании границ упаковок некоторых метрических про-
странств по схеме Дельсарта ([28], [29], [30], [4], [31, гл.9, 13, 14], [25]), оце-
нок снизу мощности дизайнов (см. [32]), а также в теории чисел (см. [33],
[34] и приведенную там библиографию).

Для оценки снизу величины (3.3) нам понадобится следующее утвер-
ждение, доказанное В.В.Арестовым [24, теорема 1], [1, лемма 4.2]. Ниже мы
будем использовать стандартное обозначение ‖f‖C[a,b] = max

x∈[a,b]
|f(x)| рав-

номерной нормы непрерывной на отрезке [a, b] функции f.

Лемма 3.1 (В.В.Арестов). Пусть на отрезке [0, τ ], τ > 0, задана си-
стема непрерывных функций ψk, k ∈ N, удовлетворяющая следую-
щим условиям: 1) ψk(0) = 0, k ∈ N; 2) sup

k∈N
‖ψk‖C[0,τ ] < ∞; 3) для любого

ξ ∈ (0, τ ] выполняется неравенство

lim
k→∞

{max
t∈[ξ,τ ]

ψk(t)} ≤ 1.

Тогда для любого ε ∈ (0, 1) найдется функция

F (t) =
∞∑

k=1

ρk ψk(t),
∞∑

k=1

ρk = 1,

с неотрицательными коэффициентами ρk ≥ 0, k = 1, 2, . . . , такая,
что

F (t) ≤ 1 + ε, t ∈ [0, τ ].

Следствие 3.1 Пусть α > β > −1, α > −1/2, τ > 0, r > 0, n ∈ N.
Тогда для точной константы K = Kα,β

n (τ, r) (см. (1.13)) в неравен-
стве Джексона–Стечкина (1.12) в пространстве L2

α,β имеет место
следующая оценка снизу

Kα,β
n (τ, r) ≥ 1. (3.6)
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Доказательство. Из определения (1.17) и соотношения (1.18) вытека-
ет, что неравенство (3.6) достаточно доказать при τ = π. Известно (см. [3,
§\nobreakspace {}7.32.]), что приα > β > −1, α > −1/2 косинус-полиномы
Якоби (1.1) φk = φα,β

k для произвольного фиксированного ξ ∈ (0, π] равно-
мерно стремятся к нулю на отрезке [ξ, π], т.е.

lim
k→∞

‖φk‖C[ξ,π] = 0.

Отсюда, с учетом свойства (1.7), следует, что при каждом фиксированном
r > 0 система функций

ψk(x) = {1− φn−1+k(x)}r, k ∈ N,

удовлетворяет условиям леммы 3.1 при τ = π. И значит, для любого ε ∈
(0, 1) найдется функция F ∈ L2

α,β, такая, что

E2
n(F )

ω2
r(F, π)

=

∞∑
k=n

F 2
k

max
0≤t≤π

∞∑
k=n

F 2
k {1− φk(t)}r

≥ 1

1 + ε
, Fk =

(F, φk)

(φk, φk)
.

Это соотношение и определение (1.13) влекут (3.6). Следствие доказано.

4 Неравенство Джексона–Стечкина в простран-
стве L2

α,−1/2.

В этом пункте, с помощью предыдущего следствия, первого равенства в
(1.2), соотношений (3.3) – (3.5) и утверждения (A) теоремы 1.1 будет по-
лучено

Следствие 4.1 Пусть α > −1/2. Тогда имеют место следующие два
утверждения

1) при любых τ > 0, r > 0, n ∈ N для константы (1.13) Джексона–
Стечкина в пространстве L2

α,−1/2 выполняются оценки

1 ≤ Kα,−1/2
n (τ, r) ≤ Kα,α

2n

(
τ

2
, r
)
≤ Kα,α

2n−1

(
τ

2
, r
)

;

2) при n ∈ N, τ ≥ min{π, 2xα,−1/2
n } справедливы неравенства

En−1(F ) ≤ ωr(F, τ), F ∈ L2
α,−1/2, r ≥ 1;

En−1(F ) ≤ 2(1−r)/2ωr(F, τ), F ∈ L2
α,−1/2, 0 < r < 1.
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Доказательство. В силу первого равенства в (1.2) для величины (3.5)
при α > β = −1/2, τ > 0, r > 0, n ∈ N имеем

Kα,−1/2
n (τ, r) = sup

{ ∞∑
k=n

ρk :
∞∑

k=n

ρk{1− φ
α,−1/2
k (t)}r ≤ 1, t ∈ [0, τ ]; ρk ≥ 0, k ≥ n

}
=

= sup

{ ∞∑
k=n

ρk :
∞∑

k=n

ρk

{
1− φα,α

2k

(
t

2

)}r

≤ 1, t ∈ [0, τ ]; ρk ≥ 0, k ≥ n

}
=

= sup

{ ∞∑
k=n

ρk :
∞∑

k=n

ρk{1− φα,α
2k (t)}r ≤ 1, t ∈

[
0,
τ

2

]
; ρk ≥ 0, k ≥ n

}
≤

≤ sup

{ ∞∑
k=2n

ρk :
∞∑

k=2n

ρk{1− φα,α
k (t)}r ≤ 1, t ∈

[
0,
τ

2

]
; ρk ≥ 0, k ≥ 2n

}
=

= Kα,α
2n

(
τ

2
, r
)
≤ Kα,α

2n−1

(
τ

2
, r
)
,

что вместе с равенством (3.4) и предыдущим следствием влечет первое утвер-
ждение данного следствия. Отсюда, принимая во внимание определение (1.13)
и неравенство (1.21), получаем неравенства

1 ≤ Kα,−1/2
n (τ, r) ≤ Kα,α

2n

(
τ

2
, r
)
≤ 1 при r ≥ 1,

τ

2
≥ 2xα,α

2n = xα,−1/2
n , n ∈ N,

которые вместе со вторым равенством в (1.18) и (1.9) завершают доказа-
тельство второго утверждения следствия.

5 Двойственная задача.

Большую роль при исследовании задачи (1.13) или эквивалентной ей за-
дачи (3.3), (3.5) играет двойственная задача, которая для случая α = β =
−1/2, по существу, содержится и успешно применена в 1967 г. Н.И.Черных
[14], [13]. Соотношение двойственности для более общей, чем (3.3), задачи
было явно сформулировано и обосновано в совместной работе В.В.Арестова
и В.Ю.Попова [24, леммы 1,2], которое мы приведем (для задачи (3.3)) в
форме, близкой к той, которую использовал автор в [20, теорема 1] в случае
α = β = −1/2.

Именно, пусть τ > 0, V +
0 = V +

0 [0, τ ] – множество ограниченных, неубы-
вающих на отрезке [0, τ ] функций µ 6≡ const, непрерывных в нуле (µ(0) =
µ(+0)). Такие функции µ ∈ V +

0 будем называть весами.

Лемма 5.1 Пусть выполнены условия

α ≥ β > −1, α ≥ −1/2, τ > 0, r > 0, n ∈ N. (5.1)
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Тогда для величины (3.3) имеет место равенство

Kα,β
n (τ, r) = min


µ(τ)− µ(0)

inf
k≥n

∫ τ

0
{1− φk(t)}rdµ(t)

: µ ∈ V +
0

 . (5.2)

Из этой леммы следует, что каждый вес µ ∈ V +
0 дает для величины (3.3),

а следовательно (см. (3.4)), и для искомой величины (1.13), оценки сверху

Kα,β
n (τ, r) ≤ Φ(µ), Kα,β

n (τ, r) ≤
√

Φ(µ), (5.3)

где функционал Φ(µ) = Φα,β
n (µ, τ, r) задается формулой

Φ(µ) =
µ(τ)− µ(0)

inf
k≥n

∫ τ

0
{1− φk(t)}rdµ(t)

. (5.4)

Ниже (в пункте 6) при

α > β > −1

2
, n ≥ max

{
2, 1 +

α− β

2

}
, τ = 2xα,β

n (5.5)

будет построен вес µ = µτ ∈ V +
0 [0, τ ], на котором значение функциона-

ла (5.4) равно единице Φ(µτ ) = 1. И, значит, (см. (5.3)) в этом случае мы
получим оценку сверху для величины (1.13), совпадающую с оценкой сни-
зу (3.6), т.е. найдем величину Kα,β

n (τ, r) = 1 при выполнении условий (5.5).
Для построения указанного веса нам понадобятся некоторые известные свой-
ства обобщенного сдвига, вытекающие из его интегрального представле-
ния, которое, в свою очередь, следует из формулы умножения для полино-
мов Якоби φα,β

k при α > β > −1/2, установленной Дж. Гаспером [35], [36], а
затем доказанной в другой эквивалентной форме Т. Курнвиндером [37], [38]
(см. также [39, (4.2), (5.4), (5.5)]). При этом, как отмечается в [37], в случае
α > β = 0 формула сложения (и, как следствие, формула умножения) для
полиномов Якоби получена ранее Р.Л.Шапиро [40].

6 Некоторые свойства обобщенного сдвига.

В данном пункте приводятся известные свойства обобщенного сдвига Tt

(см. (1.5)), действующего в пространстве L2
α,β при α > β > −1/2. От-

метим, что в ультрасферическом случае α = β > −1/2 важные свойства
этого сдвига были установлены в 1817 году А.М.Лежандром (случай α =
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β = 0) [41, с.262, формула (x)] и в 1874 году – Л.Гегенбауэром (случай
α = β > −1/2) (см. [42, с.402]). А именно, ими была доказана так назы-
ваемая формула умножения для ультрасферических полиномов φα,α

k (x) =
Rα,α

k (cosx), k ∈ Z+,

Ttφ
α,α
k (x) = φα,α

k (t)φα,α
k (x) =

=
Γ(α+ 1)

√
πΓ

(
α+ 1

2

) ∫ π

0
Rα,α

k (cosx cos t+ sinx sin t cos ξ)(sin ξ)2αdξ.(6.1)

Почти сто лет спустя Дж.Гаспер получил аналог этого результата для
косинус-полиномов Якоби φα,β

k , α > β > −1/2, k ∈ Z+, в следующей
истокообразной форме [35], [36] (см. также [38, пункт 5])

Ttφ
α,β
k (2x) = φα,β

k (2t)φα,β
k (2x) =

=
∫ π

0
φα,β

k (2ξ)Fα,β(sin t sin x, cos t cosx, cos ξ)(cos ξ)2β+1 sin ξdξ,(6.2)

здесь 0 < t, x < π/2 и ядро Fα,β задается формулой

Fα,β(a, b, c) =
2Γ(α+ 1)a−2α

√
πΓ(α− β)Γ

(
β + 1

2

) ∫ π

0
(a2−b2−c2+2bc cos v)α−β−1

+ (sin v)2βdv,

(6.3)

(x)λ
+ =

{
xλ, е x > 0,
0, е x ≤ 0.

Затем Т.Курнвиндер [37], [38] (см. также [39, пункты 4,5]) нашел экви-
валентное выражение формулы умножения для косинус-полиномов Якоби
φα,β

k (x) = Rα,β
k (cosx), k ∈ Z+, по форме более близкой к формуле умноже-

ния Лежандра – Гегенбауэра (6.1)

Ttφ
α,β
k (x) = φα,β

k (t)φα,β
k (x) =

=
2Γ(α+ 1)

√
πΓ (α− β) Γ

(
β + 1

2

) ∫ 1

0

∫ π

0
Rα,β

k (cos Ψ)(1− ρ2)α−β−1ρ2β+1(sin ξ)2βdξdρ,(6.4)

здесь

cos Ψ = cos tcosx+ ρsin tsin xcos ξ +
1

2
(ρ2 − 1)(1− cos t)(1− cosx), (6.5)

t, x ∈ R, k ∈ Z+, α > β > −1/2. Следовательно, в этом случае действие
сдвига (1.5) на произвольную функцию F (x) = f(cosx) ∈ L2

α,β при α > β >
−1/2 выражается в следующей интегральной форме

TtF (x) =
2Γ(α+ 1)

√
πΓ (α− β) Γ

(
β + 1

2

) ∫ 1

0

∫ π

0
f(cos Ψ)(1−ρ2)α−β−1ρ2β+1(sin ξ)2βdξdρ,

(6.6)
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где t, x ∈ R и cos Ψ вычисляется по формуле (6.5). Другое эквивалентное
истокообразное представление этого сдвига получается с помощью ядра
(6.3) в формуле умножения (6.2) [38, пункт 5], [39, пункт 4].

Необходимо сказать, что указанным выше результатам Дж.Гаспера и
Т.Курнвиндера, как отмечается в работе [37], предшествовал результат Р.Л.Шапиро
[40] (1968 г.) о формуле сложения для полиномов Якоби, из которого сле-
дует (6.6) при α > β = 0.

Приведем несколько свойств сдвига, вытекающих из его интегрального
представления. Эти свойства нам потребуются в следующем пункте.

Лемма 6.1 Пусть α > β > −1/2, 0 ≤ τ ≤ π/2, функция F (x) = f(cosx)
непрерывна при всех x ∈ R и

F (x) = 0, x ∈ [τ, π].

Тогда функция G(x) = TτF (x) является непрерывной при всех x ∈ R и

G(x) = 0, x ∈ [2τ, π].

Доказательство. Непрерывность функцииG легко следует из интеграль-
ного представления (6.6), (6.5) оператора сдвига. По условию леммы имеем

f(u) = 0, u ∈ [−1, cos τ ].

В силу интегрального представления (6.6), (6.5) сдвига для доказательства
леммы достаточно показать, что функция

A(x, τ, ρ, ξ) = cos Ψ = cos τ cosx+ρ sin τ sin x cos ξ+
1

2
(ρ2−1)(1−cos τ)(1−cosx)

удовлетворяет неравенствам

− 1 ≤ A(x, τ, ρ, ξ) ≤ cos τ, (6.7)

если выполнены условия

0 < τ ≤ π

2
, 0 ≤ ξ ≤ π, 2τ ≤ x ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ 1. (6.8)

Вначале докажем первое неравенство в (6.7). Ясно, что из (6.8) следует, что
sin τ sin x ≥ 0. Поэтому имеем

A(x, τ, ρ, ξ) ≥ A(x, τ, ρ, π) = A1(x, τ, ρ) = cos τ cosx−ρ sin τ sin x+
1

2
(ρ2−1)(1−cos τ)(1−cosx).
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Заметим, что функция A1(x, τ, ρ) по третьей переменной ρ является пара-
болой, причем ее глобальный минимум по этому аргументу достигается в
точке

ρ∗ =
sin τ sin x

(1− cos τ)(1− cosx)
.

То есть
A1(x, τ, ρ) ≥ A1(x, τ, ρ

∗) = −1,

и, значит, первое неравенство в (6.7) доказано.
Перейдем к доказательству второго неравенства в (6.7). Условия (6.8)

влекут неравенство

A(x, τ, ρ, ξ) ≤ A(x, τ, ρ, 0) = A2(x, τ, ρ) = cos τ cosx+ρ sin τ sin x+
1

2
(ρ2−1)(1−cos τ)(1−cosx),

а также
A2(x, τ, ρ) ≤ max{A2(x, τ, 0), A2(x, τ, 1)}.

Имеем

A2(x, τ, 0) = cos τ cosx−1

2
(1−cos τ)(1−cosx) =

1

2
{(1+cos τ) cos x−1+cos τ} ≤ cos τ ;

A2(x, τ, 1) = cos τ cosx+ sin τ sin x = cos(x− τ) ≤ cos τ.

Лемма доказана.
В работе Дж.Гаспера [35] содержится следующее определение свертки

двух функций F,G из L2
α,β (а на самом деле – и для функций из L1

α,β), кото-
рое можно записать в виде

(F ∗G)(t) =
∫ π

0
{TxF (t)}G(x)

(
sin

x

2

)2α+1 (
cos

x

2

)2β+1

dx. (6.9)

Кроме того, в указанной работе приведено свойство коммутативности этой
операции

(F ∗G)(t) = (G ∗ F )(t), t ∈ R. (6.10)

Поскольку TxF (t) = TtF (x) для любых x, t ∈ R, то равенство (6.10) озна-
чает самосопряженность оператора сдвига. То есть справедлива лемма.

Лемма 6.2 Пусть α > β > −1/2, t ∈ R. Тогда для любых двух функций
F,G ∈ L2

α,β выполняется равенство

(TtF,G) = (F, TtG). (6.11)
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7 Оценка сверху.

В данном пункте будет построен вес µ ∈ V +
0 [0, τ ], на котором, при выпол-

нении условий (5.5), достигается минимум в двойственной задаче (5.2).
Рассмотрим следующее множество функций

Cα,β
n =

{
F (x) =

∞∑
k=n

ρkφ
α,β
k (x) : F (0) =

∞∑
k=n

ρk = 1, ρk ≥ 0, k ≥ n

}
, (7.1)

где α ≥ β > −1, α ≥ −1/2, n ∈ N, φα,β
k – косинус-полином Якоби (1.1).

Это множество является выпуклым подмножеством пространства C[0, π]
непрерывных на [0, π] функций. Так же, как и в ультрасферическом случае
[1, пункт\nobreakspace {}4], введем следующее

Определение 7.1 Положительное число σ = σ(Cα,β
n ) назовем точкой

Черныха для множества Cα,β
n , если одновременно выполняются сле-

дующие два условия

(a) для любой функцииF ∈ Cα,β
n найдется точка x∗ ∈ (0, σ), в которой

F (x∗) < 0;

(b) для любого δ ∈ (0, σ) найдутся функция Fδ ∈ Cα,β
n и число ε > 0,

такие, что Fδ(x) ≥ ε при всех x ∈ [0, δ].

Результаты Н.И.Черных [14], [15] (см. (1.15), (1.16)) эквивалентны равен-
ству

σ(C−1/2,−1/2
n ) =

π

n
, n ∈ N.

В.Ю.Попов [17, теорема\nobreakspace {}3] получил результат, из которого
вытекает неравенство

σ(Cα,α
n ) ≤ 2π

n+ 1
, α = 0,

1

2
, n ∈ N.

В работе автора [1, лемма\nobreakspace {}4.1] получены оценки

τα,α
n ≤ σ(Cα,α

n ) ≤ 2τα,α
n , α ≥ −1

2
, n ∈ N.

С помощью функции φα,β
n легко доказать следующее утверждение.

Предложение 7.1 При α ≥ β > −1, α ≥ −1/2, n ∈ N имеет место
оценка снизу

xα,β
n ≤ σ(Cα,β

n ), (7.2)

где xα,β
n есть первый положительный нуль косинус-полинома Якоби

φα,β
n (см. (1.20)).

18



В дальнейшем нам потребуются известные оценки для xα,β
n (см. [3, §\no-

breakspace {}6.2]).

Предложение 7.2 При α > −1, β > −1, n ≥ max

{
2, 1 +

α− β

2

}
выпол-

няются неравенства
0 < xα,β

n ≤ π

2
.

Основным результатом данного пункта является

Лемма 7.1 Пусть α > β > −1/2, n ≥ max

{
2, 1 +

α− β

2

}
. Тогда спра-

ведлива оценка сверху
σ(Cα,β

n ) ≤ 2xα,β
n . (7.3)

Доказательство. Доказательство будем проводить так же, как это сде-
лано в ультрасферическом случае [1, лемма\nobreakspace {}4.1], внеся есте-
ственные изменения. Для краткости положим xn = xα,β

n , φk = φα,β
k , k ∈ Z+.

Пусть V = Vα,β
n есть четная 2π-периодическая функция, непрерывная на

всей действительной оси R, которую достаточно задать на отрезке [0, π] :

V(x) =

{
φn(x), 0 ≤ x ≤ xn,

0, xn < x ≤ π.
(7.4)

Определим четную 2π-периодическую функцию v, задав ее на отрезке [0, π]
формулой

v(x) =
(
sin

x

2

)2α+1 (
cos

x

2

)2β+1

TxnV(x), x ∈ [0, π], (7.5)

где Tt есть оператор (обобщенного) сдвига с шагом t (см. (1.5), (6.6)). Из
определения (7.4), предложения 7.2, леммы 6.1 и формулы (6.6) следует,
что

v(x) ≥ 0, x ∈ R; v(x) 6≡ 0; v(x) = 0, x ∈ [2xα,β
n , π]. (7.6)

Используя самосопряженность оператора сдвига (см. лемму 6.2) найдем
следующие коэффициенты

ak =
∫ 2xn

0
v(x)φk(x)dx =

∫ π

0
v(x)φk(x)dx = (TxnV , φk) = (V , Txnφk) =

= φk(xn)(V , φk) = φk(xn)
∫ xn

0
φn(x)φk(x)

(
sin

x

2

)2α+1 (
cos

x

2

)2β+1

dx =

= φk(xn)
∫ xn

0
ϕn(x)ϕk(x)dx, (7.7)

19



где

ϕk(x) = φk(x)
(
sin

x

2

)α+ 1
2
(
cos

x

2

)β+ 1
2

, k ∈ Z+. (7.8)

Функцииϕk удовлетворяют дифференциальному уравнению (см. [3, с.79,§\nobreakspace
{}4.24])

ϕ′′k(x)− q(x)ϕk(x) = −
(
k +

α+ β + 1

2

)2

ϕk(x), k ∈ Z+, (7.9)

где

q(x) =
α2 − 1

4

4
(
sin

x

2

)2 +
β2 − 1

4

4
(
cos

x

2

)2 .

Рассмотрим выражение

ck =


(
n+

α+ β + 1

2

)2

−
(
k +

α+ β + 1

2

)2

∫ xn

0
ϕn(x)ϕk(x)dx. (7.10)

С помощью уравнения (7.9) получаем

ck =
∫ xn

0
{ϕ′′k(x)ϕn(x)− ϕk(x)ϕ

′′
n(x)}dx =

= {ϕ′k(x)ϕn(x)− ϕk(x)ϕ
′
n(x)}

∣∣∣∣∣
xn

0

= −ϕk(xn)ϕ′n(xn) =

= −φk(xn)φ′n(xn)
(
sin

xn

2

)2α+1 (
cos

xn

2

)2β+1

. (7.11)

Из (7.7) – (7.11) видно, что

an = 0, ak ≤ 0 п k > n, ak ≥ 0 п k = 0, 1, 2, . . . , n− 1, (7.12)

так как φ′n(xn) < 0, и при k 6= n имеем

ak =
ck(

n+
α+ β + 1

2

)2

−
(
k +

α+ β + 1

2

)2 =
φ2

k(xn)φ′n(xn)
(
sin

xn

2

)2α+1 (
cos

xn

2

)2β+1

(
k +

α+ β + 1

2

)2

−
(
n+

α+ β + 1

2

)2 ,

Учитывая свойства (7.6) и (7.12), получаем, что для каждой функции

F (x) =
∞∑

k=n
ρkφk(x) из множества Cα,β

n (см. (7.1)) выполняется соотноше-
ние ∫ 2xn

0
F (x)v(x)dx =

∞∑
k=n

ρk

∫ 2xn

0
φk(x)v(x)dx =

∞∑
k=n

ρkak ≤ 0,

и, значит, найдется точка x∗ ∈ (0, 2xn), в которой F (x∗) < 0. Отсюда сле-
дует (7.3). Лемма доказана.
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8 Доказательство теоремы 2.1.

Следствие 4.1 влечет утверждения теоремы 2.1 при α > β = −1/2. Пусть
теперь α > β > −1/2. В этом случае пункт (В) теоремы 2.1 содержится в
следствии 3.1. В силу неравенства 1 − ru ≤ (1 − u)r при |u| ≤ 1, r ≥ 1, и
соотношений (3.3) – (3.5) для доказательства неравенства (2.1) достаточно
доказать неравенство

∞∑
k=n

ρk < max
0≤t≤2xα,β

n

∞∑
k=n

ρk{1− rφk(t)},
∞∑

k=n

ρk = 1, ρk ≥ 0, k ∈ N. (8.1)

Ряд в правой части (8.1) можно представить в виде

∞∑
k=n

ρk{1− rφk(t)} =
∞∑

k=n

ρk − rF (t),

где F ∈ Cα,β
n (см. (7.1)). В силу (7.3) и определения 7.1 найдется точка x∗ ∈

(0, 2xα,β
n ), в которой F (x∗) < 0, что эквивалентно (8.1).

Утверждение (2.2) доказывается аналогично с помощью неравенства 2r−1(1−
u) ≤ (1− u)r при 0 < r < 1, |u| ≤ 1. Теорема 2.1 доказана.

Как уже отмечалось выше, неравенство Джексона–Стечкина в простран-
ствеL2

α,β при α = β = (m−3)/2,m = 2, 3, . . . , тесно связано с аналогичным
неравенством в пространстве L2(Sm−1) комплексных функций, заданных на
единичной сфере Sm−1 вещественного евклидова пространства Rm. В слу-
чае, когда α, β различные, указанное неравенство связано с аналогичным
неравенством в пространстве L2 комплексных функций, заданных на про-
ективных пространствах Pm−1(R) (при α = (m− 3)/2, β = −1/2, m ≥ 3) и
Pm−1(C) (при α = m − 2, β = 0, m ≥ 3) над полями R и вещественных и
комплексных чисел, соответственно.

9 Неравенство Джексона–Стечкина вL2 на сфе-
ре и проективных пространствах.

Прямые теоремы теории приближения функций многих переменных, в том
числе – заданных на таких классических многообразиях как сфера, тор, ев-
клидово и проективное пространство, изучались с начала этого века и до
сих пор являются объектом интенсивных исследований. Некоторые исто-
рические сведения по неравенствам Джексона–Стечкина на сфере и про-
ективных пространствах содержатся в работах [43], [44], [45], [9], [1], [46].
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Начнем со сферы. Здесь будет дополнен результат В.В.Арестова [1, утвер-
ждение (B) теоремы\nobreakspace {}2.2] об оценке снизу константы Джексона–
Стечкина на сфере Sm−1,m ≥ 3.При этом мы будем использовать, в основ-
ном, обозначения и известные факты из гармонического анализа, приме-
нявшиеся в [1].

Итак, пусть L2(Sm−1), m ≥ 2, есть пространство комплексных функ-
ций, заданных на единичной сфере Sm−1 пространства Rm, со скалярным
произведением

(f, g) =
1

| Sm−1 |

∫
Sm−1

f(ξ)g(ξ) dξ (9.1)

и нормой ‖f‖ = (f, f)1/2. Здесь |Sm−1| =
2πm/2

Γ(m/2)
– площадь сферы Sm−1.

Многочленом степени не выше n называется функция

p(x) =
∑

cα1,...,αm x
α1
1 · . . . · xαm

m , α1 + . . .+ αm ≤ n, αk ∈ Z+,

с комплексными коэффициентами cα1,...,αm . Множество сужений таких мно-
гочленов на Sm−1 обозначим через Pn = Pn,m. Наилучшим приближением
функции f ∈ L2 пространством Pn называется величина

En(f) = min{‖f − p‖ : p ∈ Pn}.

Сдвигом с шагом t ∈ R называется (см., например, [44, формулы (1.1),
(1.19)]) оператор Mt, действующий из L2(Sm−1) в L2(Sm−1) по правилу

Mtf(x) =
1

|Sm−2|

∫
Sm−2

π/2
(x)
f(x cos t+ ξ sin t)dξ, (9.2)

здесь x ∈ Sm−1, и интеграл берется по сфере Sm−2
π/2 (x) = {ξ ∈ Sm−1 : x · ξ =

cos π
2

= 0}, где x · ξ = x1ξ1 + . . .+xmξm – скалярное произведение векторов
x = (x1, . . . , xm), ξ = (ξ1, . . . , ξm) из Rm. При t ∈ (0, π) этот оператор
можно представить в виде

Mtf(x) =
1

|Sm−2|(sin t)m−2

∫
Sm−2

t (x)
f(ξ)dξ, (9.3)

где Sm−2
t (x) = {ξ ∈ Sm−1 : x · ξ = cos t}. Разностным оператором порядка

r > 0 с шагом t ∈ R называется оператор [9]

∆r
t = (I −Mt)

r/2 =
∞∑

k=0

(−1)k

(
r/2

k

)
Mk

t ,
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где I – тождественный оператор. Соответствующим модулем непрерывно-
сти порядка r > 0 функции f ∈ L2(S

m−1) является следующая функция
переменного τ > 0

ωr(f, τ) = sup{‖∆r
tf‖ : 0 ≤ t ≤ τ}.

Обозначим через Kn(τ, r)L2(Sm−1), τ > 0, r > 0, m = 2, 3, . . . , точную
константу K в неравенстве Джексона–Стечкина в пространстве L2(Sm−1)

En−1(f) ≤ Kωr(f, τ), f ∈ L2(Sm−1).

То есть положим

Kn(τ, r)L2(Sm−1) = sup

{
En−1(f)

ωr(f, τ)
: f ∈ L2(Sm−1), f 6≡ const

}
, (9.4)

n,m ∈ N, m ≥ 2, τ > 0, r > 0. Хорошо известно, что пространство
L2(Sm−1) разлагается в ортогональную прямую сумму

L2(Sm−1) =
∞∑

k=0

⊕Hk

конечномерных подпространствHk = Hk,m, dimHk =
2k +m− 2

m− 2

(
k +m− 3

k

)
сферических гармоник степени k (см., например, [4]). Напомним, что сфе-
рической гармоникой степени k называют сужение на сферу Sm−1 однород-
ного гармонического многочлена степени k

q(x) =
∑

cα1,...,αmx
α1
1 · . . . · xαm

m ,
m∑

l=1

αl = k, αl ∈ Z+, ∆q = 0,

где ∆ =
m∑

l=1

∂2

∂x2
l

есть оператор Лапласа. Оператор ортогонального проек-

тирования Yk : L2(Sm−1) → Hk имеет вид

Ykf(x) =
dimHk

|Sm−1|

∫
Sm−1

Rα,α
k (x · ξ)f(ξ)dξ, α =

m− 3

2
, k ∈ Z+.

Иными словами, каждая функция f ∈ L2(Sm−1) единственным образом
разлагается в ряд Фурье по сферическим гармоникам, сходящийся к ней
в L2(Sm−1)

f(x) =
∞∑

k=0

Ykf(x). (9.5)
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Действие оператора сдвига Mt с шагом t ∈ R на функцию f ∈ L2(Sm−1)
выражается формулой

Mtf(x) =
∞∑

k=0

Rα,α
k (cos t)Ykf(x) =

∞∑
k=0

φα,α
k (t)Ykf(x), α =

m− 3

2
.

Отсюда с помощью равенства Парсеваля получаются следующие извест-
ные соотношения

E2
n−1(f) =

∞∑
k=n

‖Ykf‖2,

‖∆r
tf‖2 =

∞∑
k=1

{1− φα,α
k (t)}r‖Ykf‖2, α =

m− 3

2
, t ∈ R.

Поэтому задача (9.4) сводится к задаче (3.3) при α = β =
m− 3

2
, то есть, с

учетом равенства (3.4), имеем

K2
n(τ, r)L2(Sm−1) = Kα,α

n (τ, r) = {Kα,α
n (τ, r)}2, α =

m− 3

2
, (9.6)

для n,m ∈ N, m ≥ 2, τ > 0, r > 0.
Теперь с помощью первого утверждения следствия 4.1 мы можем сфор-

мулировать отмеченное выше дополнение к результату В.В.Арестова об оцен-
ке снизу константы Джексона–Стечкина на сфере. А именно, в пункте (B)
теоремы 2.2 из работы [1] условие τ ∈ (0, π) можно ослабить, заменив его на
условие τ > 0. Тем самым упрощается формулировка упомянутой теоремы.

Теорема 9.1 Для каждого n ∈ N выполняются утверждения

(A) приm = 2, 3, . . . , α =
m− 3

2
для каждой функции f ∈ L2(Sm−1), f 6≡

const, выполняется неравенство

En−1(f) < max{1, 2(1−r)/2}ωr(f, 2x
α,α
n ), r > 0;

(B) при m = 3, 4, . . . , τ > 0 существует последовательность функ-
ций gk, k ∈ N, из L2(Sm−1), такая, что

lim
k→∞

En−1(gk)

ωr(gk, τ)
≥ 1, r > 0.

Замечание 9.1. В силу равенств (9.6) и определения (1.13) все пункты за-
мечания 1.1 естественным образом переносятся и на теорему 9.1.
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Перейдем к задаче о точном неравенстве Джексона–Стечкина в про-
странствеL2(Pm−1) комплексных функций, заданных на вещественном про-
ективном пространстве Pm−1 = Pm−1(R), m = 3, 4, . . . . Как хорошо из-
вестно (см. [29], [4]), пространство L2(Pm−1) можно отождествить с под-
пространством всех четных функций f из пространства L2(Sm−1). То есть
можно считать, что

L2(Pm−1) = {f ∈ L2(Sm−1) : f(x) = f(−x), x ∈ Sm−1}.

Поскольку для четной функции f ∈ L2(Sm−1) разложение (9.4) в ряд Фурье
содержит сферические гармоники лишь четной степени

f(x) =
∞∑

k=0

Y2kf(x),

то для функции f ∈ L2(Pm−1) величиной ее наилучшего приближения по-
рядка n− 1 естественно назвать следующее число

En−1(f) = min

{
‖f − g‖ : g ∈

n−1∑
k=0

H2k

}
.

В качестве оператора сдвига с шагом t ∈ R возьмем сужение оператора
Mt, определенного формулой (9.2), на L2(Pm−1). Поэтому понятие модуля
непрерывности порядка r > 0 функции f из L2(Pm−1) остается прежним.
Задача о точной константе K = Kn(τ, r)L2(Pm−1) в неравенстве Джексона–
Стечкина в пространстве L2(Pm−1)

En−1(f) ≤ Kωr(f, τ), f ∈ L2(Pm−1), (9.7)

совпадает с задачей

Kn(τ, r)L2(Pm−1) = sup

{
En−1(f)

ωr(f, τ)
: f ∈ L2(Pm−1), f 6≡ const

}
. (9.8)

Эта задача по указанной выше схеме сводится к задаче о точной константе

K = K̃α,α
n (τ, r), α =

m− 3

2
в неравенстве

∞∑
k=n

ρk ≤ K max
0≤t≤τ

∞∑
k=1

ρk{1− φα,α
2k (t)}r,

∞∑
k=1

ρk <∞, ρk ≥ 0, k ≥ 1,

или, то же самое, (см. первое равенство в (1.2)) в неравенстве

∞∑
k=n

ρk ≤ K max
0≤t≤2τ

∞∑
k=1

ρk{1− φ
α,−1/2
k (t)}r,

∞∑
k=1

ρk <∞, ρk ≥ 0, k ≥ 1.
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Отсюда и (3.2) следует соотношение

K2
n(τ, r)L2(Pm−1) = Kα,−1/2

n (2τ), α =
m− 3

2
,

при n,m ∈ N, m ≥ 3, τ > 0, r > 0, которое в силу (3.4), (1.13) и след-
ствия 2.2 влечет утверждение

Следствие 9.1 Пусть n,m ∈ N, m ≥ 3, r > 0, τ ≥ min{π/2, x(m−3)/2,−1/2
n }.

Тогда для любой функции f ∈ L2(Pm−1) справедливо неравенство Джексона–
Стечкина

En−1(f) ≤ max{1, 2(1−r)/2}ωr(f, τ),

причем оно является точным для произвольных фиксированных n ∈
N и r ≥ 1.

Рассмотрим случай проективного пространства Pm−1(C), m ≥ 3 над
полем C комплексных чисел. Пусть Sm−1(C) = {x ∈ Cm : |x| = 1}
есть единичная сфера пространства Cm, здесь |x| =

√
x · x, x · y = x1y1 +

. . . xmym – скалярное произведение векторов x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym)
из Cm. Так же, как и выше, используя известную (см. [43], [29], [4]) ин-
терпретацию Pm−1(C), в терминах классов эквивалентностей на единичной
сфере Sm−1(C), пространство L2(Pm−1(C)) можно отождествить с подпро-
странством функций f ∈ L2(Sm−1(C)), которые являются "четными"в сле-
дующем смысле f(x) = f(cx) при x ∈ Sm−1(C) и c ∈ S0(C). То есть можно
считать, что

L2(Pm−1(C)) = {f ∈ L2(Sm−1(C)) : f(x) = f(cx), c ∈ C, |c| = 1}.

Пространство L2(Pm−1(C)) разлагается в ортоганальную прямую сум-
му (см. [4])

L2(Pm−1(C)) =
∞∑

k=0

⊕Vk

конечномерных подпространств Vk = Vk,m, dimVk =

(
m+ k − 1

k

)2

−
(
m+ k − 2

k − 1

)2

многочленов q(x) = q(x1, x2, . . . , xm, x1, x2, . . . , xm) однородных степени k
как относительно переменных x1, x2, . . . , xm, так и относительно сопряжен-
ных переменных x1, x2, . . . , xm, и гармонических в том смысле, что

m∑
l=1

∂2q

∂xl∂xl

= 0.
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Таким образом, каждая функция f ∈ L2(Pm−1(C)) единственным образом
разлагается в следующий ряд Фурье, сходящийся к ней в L2(Pm−1(C))

f(x) =
∞∑

k=0

Pkf(x), Pkf ∈ Vk.

Поэтому величина ее наилучшего приближения

En−1(f) = inf

{
‖f − g‖ : g ∈

n−1∑
k=0

Vk

}

порядка n− 1, n ∈ N, удовлетворяет равенству

E2
n−1(f) =

∞∑
k=n

‖Pkf‖2.

В работе В.И.Иванова и О.И.Смирнова [47, с.101] (см. также [48, с.100])
доказано, что оператор среднего значения (см. [49, гл.1, §\nobreakspace {}4])
(аналог оператораMt, см. (9.3)) для функций, заданных на компактных силь-
но однородных (или, что тоже самое, духточечно-однородных или дважды
однородных) метрических пространствах, выражается через зональные сфе-
рические функции. В частности, учитывая явное выражение зональных сфе-
рических функций на Pm−1(C) (см. [37], [29], [4]) через многочлены Якоби
Rm−2,0

k , получаем, что указанный оператор среднего значения в простран-
ствеL2(Pm−1(C)) эквивалентен следующему оператору обобщенного сдви-
га

Utf(x) =
∞∑

k=0

Rm−2,0
k (cos 2t)Pkf(x) , t ∈ [0,

π

2
].

Далее, по аналогии с тем, как это уже делалось раньше, на основе обоб-
щенного сдвига определяются разностный оператор порядка r > 0 с шагом
t ∈ [0, π

2
] и соответствующий модуль непрерывности функции f ∈ L2(Pm−1(C)),

который мы будем обозначать также через ωr(f, t). Затем, с помощью тео-
ремы 2.1, получаем

Следствие 9.2 Пусть m = 3, 4, . . . , n ≥ max
{
2,
m− 2

2

}
, r ≥ 0. То-

гда для любой функции f ∈ L2(Pm−1(C)) справедливо неравенство
Джексона–Стечкина

En−1(f) ≤ max{1, 2(1−r)/2}ωr(f, x
m−2,0
n ),

причем оно является точным для любых фиксированных n ≥ max
{
2,
m− 2

2

}
и r ≥ 1.
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Из утверждений, содержащихся в работах [47], [48], [37] следует, что
наряду с указанными выше тремя важными приложениями частных случа-
ев теоремы 2.1, относящихся к неравенствам Джексона–Стечкина в про-
странствах L2

(m−3)/2,(m−3)/2, L
2
(m−3)/2,−1/2, L

2
m−2,0, m = 2, 3, . . . имеются,

по крайней мере, еще два. А именно, к задачам о константах Джексона–
Стечкина в пространствах L2

2m−1,1, m = 2, 3, . . . и L2
7,3 сводятся соот-

ветственно аналогичные задачи в пространствах L2(P4m(H)),m = 2, 3, . . .
и L2(P16(Cay)). Здесь P4m(H) есть проективное пространство над телом
кватернионов H = {x0 + x1i+ x2j + x3k : xν ∈ R}, P16(Cay) – проектив-
ная плоскость Кэли. Верхние индексы 4m и 16 обозначают вещественную
размерность соответствующих многообразий.
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