
PACS 02.10.Ox, 02.60.-x, 89.20.Ff

c© 2007 ã. Âë. Ä. Ìàçóðîâ, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê
(Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èì. À.Ì.Ãîðüêîãî, Åêàòåðèíáóðã),
Ì. Þ. Õà÷àé, ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê

(Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ ÐÀÍ, Åêàòåðèíáóðã)

ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß È ÊÎÌÈÒÅÒÍÛÅ
ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ1

Ñòàòüÿ ñîäåðæèò èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ãëó-
áèííóþ ñâÿçü ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè è ïðîöåäóðàìè îáó÷åíèÿ
ñëîèñòûõ íåéðîííûõ ñåòåé, îäíîé èç ôîðìàëèçàöèé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ
êîìèòåòíûõ êîíñòðóêöèé. Êðîìå òîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå êîìáèíàòîðíûå
çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îáó÷åíèåì ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ â êëàññå àôôèííûõ
êîìèòåòîâ: çàäà÷à ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ àôôèííîãî ðàçäåëÿþùåãî êîìèòåòà
èç òðåõ ýëåìåíòîâ (3-ASC) è çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ
àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå (MASC). Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à 3-ASC NP -
ïîëíà, à çàäà÷à MASC NP -òðóäíà è íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Apx.

1. Ââåäåíèå

Ñëîèñòûå íåéðîííûå ñåòè (ïåðñåïòðîíû) � îäíà èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçóåìûõ ïðè ñîçäàíèè àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ ðàñïî-
çíàâàíèþ îáðàçîâ. Ïðè ýòîì àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ òàêèõ ñåòåé, êàê ïðàâèëî, íå
òðåáóþò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ, áóäó÷è ïàðàëëåëüíûìè ïî ñâîåé ïðèðîäå. Òåì íå
ìåíåå, íåñìîòðÿ íà âíóòðåííèé ïàðàëëåëèçì ýòèõ àëãîðèòìîâ îáó÷åíèÿ, çàäà÷è
îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííûå ñ îáó÷åíèåì ïåðñåïòðîíîâ, çà÷àñòóþ íå ëèøåíû ïðîáëåì,
ïðèñóùèõ ìíîãèì êîìáèíàòîðíûì çàäà÷àì, âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè,
ñëàáîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè è äð. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ óñëîâíî ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà
íà äâå ÷àñòè. Ïåðâàÿ èãðàåò êîíöåïòóàëüíóþ ðîëü, âûÿâëÿÿ èñòîðè÷åñêóþ âçàèìî-
ñâÿçü ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè è òåîðèåé êîìèòåòíûõ ðåøåíèé, îïè-
ñûâàþùåé, â ÷àñòíîñòè, ïðîöåäóðó îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà. Âòîðàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà
íîâûì ðåçóëüòàòàì, êàñàþùèìñÿ îöåíèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé è àïïðîêñèìàòèâíîé
ñëîæíîñòè íåñêîëüêèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáó÷åíèåì ðàñïîçíàâàíèþ
â êëàññå àôôèííûõ êîìèòåòíûõ êëàññèôèêàòîðîâ.

2. Êîìèòåòíûé ïîäõîä ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ ïðîöåäóðû îáó÷åíèÿ
ðàñïîçíàâàíèþ

Èäåÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ è èñïîëüçîâàíèÿ
(äëÿ âûÿâëåíèÿ òåõ èëè èíûõ ãëîáàëüíûõ ñâîéñòâ îáúåêòîâ) ëîêàëüíûõ ïðåäèêàòîâ
ýêñïëóàòèðîâàëàñü â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ ñ ñàìîãî çàðîæäåíèÿ ýòîé äèñöèïëèíû,

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (ãðàíòû �� 07-07-00168 è 07-01-399) è Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
(ãðàíòû ÍØ-5595.2006.1 è ÌÄ-6768.2006.1).
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ò.å. ñ 1950-õ ã. È åùå ðàíüøå, ñòî ëåò òîìó íàçàä, Ðàññåë è Óàéòõåä ïîñòàâèëè
ïðîáëåìó ãåíåðèðîâàíèÿ îáùèõ ïîíÿòèé � óíèâåðñàëèé � íà îñíîâå îáîáùåíèÿ
ëîêàëüíûõ äàííûõ. Ìàê-Êàëëîõ è Ïèòòñ äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé èäåè èñïîëüçîâàëè
ëèíåéíûå ïîðîãîâûå ôóíêöèè; âïîñëåäñòâèè òàêîãî ñîðòà ôóíêöèè áûëè íàçâàíû
ôîðìàëüíûìè íåéðîíàìè. Ïðîãðàììà ïîñòðîåíèÿ ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé ÷åðåç ðå-
øåíèÿ ïîäçàäà÷ áûëà îáúÿâëåíà Ðîçåíáëàòòîì â 1950-õ ã. ïðè èññëåäîâàíèè èì
÷àñòíîãî âèäà ñåòåé � ïåðñåïòðîíîâ (ñåòåé ñ òðåìÿ ñëîÿìè ëèíåéíûõ ïîðîãîâûõ
ýëåìåíòîâ ñ îáó÷åíèåì â îäíîì ñëîå). Îäíàêî äîñòàòî÷íî ñêîðî áûëî äîêàçàíî,
÷òî ïåðñåïòðîí Ðîçåíáëàòòà íåñïîñîáåí ê ýêñòðàïîëÿöèè ïðåöåäåíòíûõ äàííûõ.
È òîãäà âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ áîëåå îáùåé òåîðèè ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà áû òî÷íî îöåíèâàòü ðàçðåøèìîñòü
ïðîáëåìû àíàëèçà äàííûõ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ ïðåäèêàòîâ. Èññëåäîâàíèÿ ïî
òåîðèè êîìèòåòîâ [1, 2] ïîçâîëèëè äîêàçàòü íåîáõîäèìûå òåîðåìû. Äåëî â òîì, ÷òî
êîìèòåò � ýòî òðåõñëîéíàÿ ñåòü ñ îáó÷åíèåì âî âñåõ ñëîÿõ. Çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ
íåëèíåéíîé, íî áûëè íàéäåíû ìåòîäû åå ðåøåíèÿ. Ýòî îñîáåííî âàæíî ïîòîìó, ÷òî
ðå÷ü èäåò î ðàñïàðàëëåëèâàíèè ðåøåíèé íå òîëüêî ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ, íî è
íåôîðìàëèçîâàííûõ çàäà÷.

Íåéðîííûå ñåòè âûðàáàòûâàþò ðåøåíèÿ, óñòàíàâëèâàÿ ïðèíàäëåæíîñòü îáúåêòà
äàííîìó êëàññó, ñóììèðóÿ äàííûå îáðàáîòêè ëîêàëüíûõ ó÷àñòêîâ ìàññèâà äàííûõ.
Åñëè X � âõîäíîé ìàññèâ äàííûõ, òî ðåøåíèå f(X) ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è
Z(X) ìîæíî ïîëó÷èòü â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà âû÷èñëèòü ôóíêöèè f1(X), . . . , fq(X)
(ôàêòè÷åñêè, ýòî ôóíêöèè îò ÷àñòè ìàññèâà X, ëîêàëüíûå ôóíêöèè), à çàòåì
ïîñòðîèòü ðåçóëüòèðóþùóþ ôóíêöèþ f(X) = g(f1(X), . . . , fq(X)) ïóòåì íàñòðîéêè
êîýôôèöèåíòîâ âñåõ ôóíêöèé. Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèè g è fi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ëèíåéíûå ïîðîãîâûå ýëåìåíòû, òî f � êîìèòåò áîëüøèíñòâà.

Ýòî îäíà èç âîçìîæíûõ èíòåðïðåòàöèé êîìèòåòíûõ ðåøåíèé. Åñòü è äðóãèå
èíòåðïðåòàöèè, ñâÿçàííûå ñ ïðèíöèïîì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîöåññîâ îáðàáîòêè
äàííûõ è çíàíèé. Êîìèòåò � îäíà èç ìîäåëåé ðàçìûòîãî ìíîæåñòâà. Ýòî òàêæå
îáîáùåíèå ðåøåíèÿ íåñîâìåñòíîé çàäà÷è � ðåøåíèå, íå ñêîíöåíòðèðîâàííîå â òî÷êå,
ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê � êàæäàÿ ñî ñâîèì âåñîì ïðèñóòñòâèÿ â óïîìÿíóòîì ìíîæå-
ñòâå. Êàê äëÿ òåîðèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, òàê è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ âàæíî
èññëåäîâàòü íåñîâìåñòíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ êîìèòåòíûõ
êîíñòðóêöèé, äàþùèõ îäíî èç íàïðàâëåíèé ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Êîìèòåòîì ñèñòåìû
ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íàä ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð ýëå-
ìåíòîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì: êàæäîìó íåðàâåíñòâó ñèñòåìû
óäîâëåòâîðÿåò áîëüøèíñòâî åãî ýëåìåíòîâ. Êîìèòåòíûå êîíñòðóêöèè � íåêîòîðûé
êëàññ îáîáùåíèé ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è
ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü êàê ñîâìåñòíûìè, òàê è íåñîâìåñòíûìè.
Ýòî êëàññ äèñêðåòíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ïðîòèâîðå÷èâûõ çàäà÷, èõ ìîæíî òàêæå
ñîîòíåñòè ñ ðàçìûòûìè ðåøåíèÿìè. Ìåòîä êîìèòåòîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îïðåäåëÿåò
îäíî èç íàïðàâëåíèé àíàëèçà è ðåøåíèÿ çàäà÷ ýôôåêòèâíîãî âûáîðà âàðèàíòîâ,
îïòèìèçàöèè, äèàãíîñòèêè è êëàññèôèêàöèè. Ïðèâåä¼ì äëÿ ïðèìåðà îïðåäåëåíèå
åùå îäíîé èç îñíîâíûõ êîìèòåòíûõ êîíñòðóêöèé, à èìåííî: p-êîìèòåòîì ñèñòåìû
âêëþ÷åíèé äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà 0 < p < 1 íàçûâàåòñÿ òàêîé íàáîð ýëåìåíòîâ, â
êîòîðîì êàæäîìó âêëþ÷åíèþ óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ÷åì p-ÿ äîëÿ åãî ýëåìåíòîâ.

Êîìèòåòíûå êîíñòðóêöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê íåêîòîðûé êëàññ îáîáùå-
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íèé ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ íà ñëó÷àé íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé, íåðàâåíñòâ è âêëþ-
÷åíèé è êàê ñðåäñòâî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ â ðåøåíèè çàäà÷ âûáîðà, äèàãíîñòèêè è
ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîìèòåòíûå êîíñòðóêöèè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîðû ýëåìåíòîâ, îáëàäàþùèå íåêîòîðûìè (íî, êàê ïðàâèëî,
íå âñåìè) ñâîéñòâàìè ðåøåíèÿ, � ýòî âèä ðàçìûòûõ ðåøåíèé. Íàïðèìåð, êîìèòåò
ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé � ýòî íàáîð ýëåìåíòîâ òàêîé, ÷òî êàæäîìó îãðàíè÷åíèþ
óäîâëåòâîðÿåò áîëåå ïîëîâèíû ýëåìåíòîâ èç íàáîðà.

Êàê ñðåäñòâî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ êîìèòåòíûå êîíñòðóêöèè íåïîñðåäñòâåííî âû-
ñòóïàþò â ìíîãîñëîéíûõ íåéðîííûõ ñåòÿõ, à èìåííî, â [1, 3] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ
îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ìîæíî ïðèìåíèòü
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîìèòåòà íåêîòîðîé ñèñòåìû àôôèííûõ íåðàâåíñòâ.

Èñõîäÿ èç ñêàçàííîãî, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìåòîä êîìèòåòîâ ñâÿçàí ñ îäíèì
èç âàæíûõ íàïðàâëåíèé èññëåäîâàíèÿ è ÷èñëåííîãî àíàëèçà êàê çàäà÷ äèàãíîñòèêè
è âûáîðà âàðèàíòîâ, òàê è çàäà÷ íàñòðîéêè íåéðîííûõ ñåòåé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ
òðåáóåìîãî èõ ðåàãèðîâàíèÿ íà âõîäíóþ èíôîðìàöèþ ïî òîé èëè èíîé ïðîáëåìå
ëèöà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèÿ.

Ïîñëå ýêñïåðèìåíòîâ Ô.Ðîçåíáëàòòà, Í.Íèëüñîí è ðÿä äðóãèõ àìåðèêàíñêèõ
àâòîðîâ ðàññìàòðèâàëè àññîöèàòèâíûå ìàøèíû (íà÷àëî 60-õ ã.) è âïëîòíóþ ïîäîøëè
ê ïîíÿòèþ êîìèòåòà ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Íàêîíåö, â 1965 ã. Ýáëàó è
Êåéëîð [4] ÿâíî ñôîðìóëèðîâàëè ïîíÿòèå êîìèòåòà ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.
Ïîñëå ýòîãî äàííàÿ òåìàòèêà øèðîêî èññëåäîâàëàñü, íî ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ñ ïîëíûìè è ñòðîãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè ðàçâèâàëàñü òîëüêî â Åêàòåðèíáóðãå
â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÀÍ ÑÑÑÐ, íûíå � ÈÌÌ ÓðÎ ÐÀÍ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è ê ðåøåíèÿì ïîäçàäà÷ ìîæíî
ïðîñëåäèòü òàêæå íà ïðèìåðå íåñîâìåñòíûõ çàäà÷, èìåþùèõ ïðîçðà÷íûé ïðàêòè-
÷åñêèé ñìûñë, èñòîðè÷åñêè ýòî íàïðàâëåíèå ìîæíî ïðîñëåäèòü åù¼ ñ XVIII â. Òàê
íàïðèìåð, åù¼ Ëåæàíäð, Ãàóññ, à ïîçäíåå Ëàïëàñ, ïðåäëîæèâøèå è èññëåäîâàâøèå
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ðàáîòàëè ñ ïåðåîïðåäåë¼ííûìè, ñëåäîâàòåëüíî, êàê
ïðàâèëî, ïðîòèâîðå÷èâûìè ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äðóãàÿ
ñòîðîíà âîïðîñà î êîìèòåòíûõ êîíñòðóêöèÿõ ñâÿçàíà ñ ïîíÿòèåì êîàëèöèé ïðè
âûðàáîòêå êîëëåêòèâíûõ ðåøåíèé, ïðè ýòîì ñèòóàöèè ðåçêî ðàçëè÷àþòñÿ â ñëó÷àå
êîëëåêòèâíûõ ïðåäïî÷òåíèé (çäåñü ìíîãî ïîäâîäíûõ êàìíåé) è â ñëó÷àå ïðàâèë
êîëëåêòèâíîé êëàññèôèêàöèè, â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåäóðû ìîæíî ñòðîãî îáîñíîâàòü
è îíè èìåþò áîëåå øèðîêèå âîçìîæíîñòè. Ïîýòîìó âàæíî óìåòü ñâîäèòü çàäà÷è
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ê êëàññèôèêàöèîííûì çàäà÷àì.

Ðàññìîòðèì êîàëèöèè â çàäà÷å êîëëåêòèâíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ. Ïóñòü X � ìíîæå-
ñòâî âàðèàíòîâ, èç êîòîðûõ òðåáóåòñÿ âûáðàòü � ïî íåêîòîðûì êðèòåðèÿì � îïðå-
äåë¼ííûé âàðèàíò x. Ïóñòü ïðîáëåìîé òàêîãî âûáîðà çàíèìàåòñÿ íàáîð ýêñïåðòîâ
èëè ëèö, ïðèíèìàþùèõ ðåøåíèÿ, � íàáîð C. Â ñëó÷àå, êîãäà âûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ
íà îñíîâå ïðåäïî÷òåíèé, êàæäûé ïðåäñòàâèòåëü f íàáîðà C � ýòî ôàêòè÷åñêè
áèíàðíîå îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ r(f). Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ x, y èç X
ìîæåò èìåòü ìåñòî óòâåðæäåíèå x r(f) y, ÷òî çíà÷èò: ¾äëÿ f x ïðåäïî÷òèòåëüíåå,
÷åì y¿. Êîëëåêòèâíîå ïðåäïî÷òåíèå r = r(C) ìîæíî ñ÷èòàòü íåêîòîðîé ôóíêöèåé îò
èíäèâèäóàëüíûõ ïðåäïî÷òåíèé: r = ϕ(r(f) : f ïðîáåãàåò íàáîð C). Íà ïåðâûé âçãëÿä
òàêîå ïðåäïîëîæåíèå êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì, íî èìåííî îíî ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì
äàëüíåéøèõ ïðîòèâîðå÷èé. Îêàçàëîñü, ÷òî êîëëåêòèâíîå ïðåäïî÷òåíèå íå ìîæåò
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áûòü óíèâåðñàëüíûì ïðàâèëîì, îíî çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ x, y è îò
ïðåäïî÷òåíèé r(f). Èíûìè ñëîâàìè, ïðàâèëî ϕ íå ìîæåò áûòü óíèâåðñàëüíûì, îíî
äîëæíî áûòü ëîêàëüíûì.

Âîîáùå, èñòîðè÷åñêè ìîæíî âûäåëèòü òðè íàïðàâëåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê êîìèòåò-
íûì êîíñòðóêöèÿì:

1) îò îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ýòî íà÷àëîñü ñ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ,
ïîòîì áûëè ðàáîòû ×åáûøåâà ïî ïðèáëèæ¼ííûì ðåøåíèÿì ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ (ïðèëîæåíèÿ - â òåîðèè ìåõàíèçìîâ), çàòåì ðàáîòû ×åðíèêîâà è Åð¼ìèíà ïî
òåîðèè ÷åáûøåâñêèõ ïðèáëèæåíèé äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ
è, íàêîíåö, ìåòîä êîìèòåòîâ äëÿ òàêèõ ñèñòåì;

2) îò ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé: ó Ðîçåíáëàòòà áûëè ïåðñåïòðîíû ñ
îáó÷åíèåì â îäíîì ñëîå, ÷òî îáåñïå÷èâàëî ðåøåíèå óçêîãî êëàññà çàäà÷, ñâîäèìûõ ê
ëèíåéíîìó ðàçäåëåíèþ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ; ó Íèëüñîíà óæå áûëè ýâðèñòè÷åñêèå ìå-
òîäû îáó÷åíèÿ íåéðîñåòåé â äâóõ ñëîÿõ, à çàòåì ìåòîä êîìèòåòîâ ïîçâîëèë ïîëó÷èòü
òî÷íûå ðåçóëüòàòû è îáîñíîâàííûå ïðîöåäóðû îáó÷åíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðåøàòü
øèðîêèé êëàññ çàäà÷, ñâîäèìûõ ê ðàçäåëåíèþ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ñ åäèíñòâåííûì
òðåáîâàíèåì íåïóñòîòû èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

3) òðåòüå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ ïðîöåäóðàìè ãîëîñîâàíèÿ.
Â ñôåðå ãîëîñîâàíèÿ ñèòóàöèÿ êðàéíå ñëîæíà, è çäåñü íà êàæäîì øàãó âñòðå-

÷àþòñÿ ïàðàäîêñû. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èé óäà¼òñÿ èçáåæàòü â ñëó÷àå, êîãäà
ðåøåíèå çàäà÷è âûáîðà ñâåäåíî ê ñåðèè çàäà÷ êëàññèôèêàöèè, è â ýòîì ñëó÷àå
ìåòîä êîìèòåòîâ äà¼ò õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Ìåòîäó êîìèòåòîâ îòâå÷àåò òð¼õñëîéíàÿ
íåéðîííàÿ ñåòü, è èç òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ êîìèòåòîâ ñëåäóåò, ÷òî òàêóþ ñåòü ìîæíî
îáó÷èòü ïî ïðåöåäåíòàì ðåøåíèþ ëþáîé çàäà÷è, åñëè îíî âûðàæàåòñÿ ñëîâîì â
êàêîì-ëèáî êîíå÷íîì àëôàâèòå. Äåêîìïîçèöèÿ è ðàñïàðàëëåëèâàíèå çàäà÷ � ýòî
âàæíûå ïðîöåäóðû, êîòîðûå ìîãóò îñóùåñòâëÿòüñÿ êàê íåêîòîðûå èç îñíîâíûõ
ôóíêöèé ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ è ìåòîäîâ íåéðîííûõ ñèñòåì. Îäèí èç ìåòîäîâ
îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñèñòåì � ìåòîä êîìèòåòîâ � ïî ñóùåñòâó îðèåíòèðîâàí íà
ðàñïàðàëëåëèâàíèå îáðàáîòêè äàííûõ è çíàíèé, ÷òî âèäíî èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ
êîìèòåòà: åñëè çàäà÷à ìîæåò áûòü íåñîâìåñòíîé, òî êîìèòåò êàê îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ
ðåøåíèÿ åñòü òàêîé íàáîð ýëåìåíòîâ, ÷òî êàæäîìó óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò
áîëåå ïîëîâèíû ýòèõ ýëåìåíòîâ, ò.å. çà óäîâëåòâîðåíèå êàæäîãî óñëîâèÿ çàäà÷è ãî-
ëîñóåò áîëüøèíñòâî ÷ëåíîâ êîìèòåòà [1]. Ïðè ýòîì êàæäûé ïðåäñòàâèòåëü êîìèòåòà
îòâå÷àåò çà ñâîþ ÷àñòü ðåøàåìîé çàäà÷è. Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè äåêîìïîçèöèè
äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà çàäà÷. À èìåííî ðàññìîòðèì äåêîìïîçèöèþ äëÿ
êëàññà çàäà÷, ñâîäèìûõ ê çàäà÷å DA(A,B, F ), ò.å. ê ñëåäóþùåé çàäà÷å äèñêðèìè-
íàíòíîãî àíàëèçà: íàéòè ôóíêöèþ f èç ôóíêöèîíàëüíîãî êëàññà F, ðàçäåëÿþùóþ
ìíîæåñòâà A,B òàê, ÷òî

f(x) > 0 äëÿ x ∈ A, f(x) < 0 äëÿ x ∈ B.(1)

Ýòî îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî A � ìíîæåñòâî óñëîâèé çàäà÷è Z, ïðè êîòîðûõ
îòâåò äîëæåí áûòü ¾Äà¿, à B � ìíîæåñòâî óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ îòâåò � ¾Íåò¿.
Êëàññ çàäà÷ Z, ñâîäèìûõ ê (1), âåñüìà øèðîê: ýòî çàäà÷è, óñëîâèÿ êîòîðûõ
ïàðàìåòðèçóåìû, à îòâåò êîäèðóåòñÿ êîíå÷íîé äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Â ñâîþ î÷åðåäü ñèñòåìà (1) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíûì íåðàâåíñòâàì â òîì îáùåì
ñëó÷àå, êîãäà F � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èëè âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî
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â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå. Êëàññ çàäà÷ Z, ñâîäèìûõ ê (1), ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå
øèðîêèì, åñëè îñëàáèòü òðåáîâàíèå ïîèñêà ôóíêöèè f è èñêàòü ðàçäåëÿþùèé
êîìèòåò. Ðàçäåëÿþùèì êîìèòåòîì íàçûâàåòñÿ íàáîð C = [f1, . . . , fq] òàêîé, ÷òî
êàæäîìó íåðàâåíñòâó ñèñòåìû (1) óäîâëåòâîðÿþò áîëåå ïîëîâèíû ôóíêöèé èç C.
Èòàê, äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷è Z ñâåäåíà ê äåêîìïîçèöèè çàäà÷è äèñêðèìèíàíòíîãî
àíàëèçà. Åñëè ìíîæåñòâà A è B äîñòàòî÷íî âåëèêè ïî îáúåìó, òî ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûå äåêîìïîçèöèè

A = A1 ∪ A2, B = B1 ∪B2, . . . , Ai = Ai1 ∪ Ai2 , Bi = Bi1 ∪Bi2 . . .

è ò.ä.

3. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü íåêîòîðûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñ êîìèòåòíûìè àëãîðèòìàìè ðàñïîçíàâàíèÿ

C êîíöà 80-õ ãã. ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ èññëåäîâàòåëåé èíòåðåñóåò âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü çàäà÷è îáó÷åíèÿ îïòèìàëüíîé ïî òîìó èëè èíîìó êðèòåðèþ íåéðîííîé
ñåòè. Îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ îöåíîê âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïðîñòåéøèõ ñåòåé � êëàññè÷åñêèõ ïåðñåïòðîíîâ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèõ ñîáîé äâóñëîéíóþ ñåòü áåç ñêðûòûõ ñëîåâ ñ q âõîäíûìè íåéðîíàìè è
îäíèì âûõîäíûì. Ôóíêöèÿ àêòèâàöèè i-ãî íåéðîíà èìååò êëàññè÷åñêóþ ôîðìó:

f i(a) =

{
1, (βi, a) + γi > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðñåïòðîí ðåàëèçóåò ðåøàþùåå ïðàâèëî

F (z | (β1, γ1), . . . , (βq+1, γq+1)) : Qn → {−1, 1}.

Çàäàâøèñü âûáîðêîé (a1, a2, . . . , am1 , b1, b2, . . . , bm2), â êîòîðîé ai ∈ A, bj ∈ B è
êîíå÷íûå ìíîæåñòâà A,B⊂Qn ñîñòàâëåíû èç ïðåäñòàâèòåëåé, ñîîòâåòñòâåííî, 1-ãî è
2-ãî êëàññîâ, ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà, ò.å. ïîäáîðà çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ β è γ òàê, ÷òîáû

F (ai) = 1 (i ∈ {1, 2, . . . ,m1} = Nm1),

F (bj) = −1 (j ∈ Nm2).

¾Îáó÷åííûé¿ ïåðñåïòðîí, ïàðàìåòðû êîòîðîãî íàñòðîåíû â ðåçóëüòàòå óñïåøíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ, ïðèíÿòî íàçûâàòü êîððåêòíûì. Ñ ïðîöåäóðîé îáó÷åíèÿ
ñâÿçàíû ïîñòàíîâêè äâóõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

Çàä à ÷ à 1. ¾ÎÁÓ×ÀÅÌÎÑÒÜ¿ [5]. Çàäàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî q è âûáîðêà
(a1, a2, . . . , am1 , b1, b2, . . . , bm2). Ñóùåñòâóåò ëè êîððåêòíûé ïåðñåïòðîí ñ íå áîëåå
÷åì q âõîäíûìè íåéðîíàìè?

Çàä à ÷ à 2. ¾ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÊÎÐÐÅÊÒÍÛÉ ÏÅÐÑÅÏÒÐÎÍ¿ [6]. Çàäàíà
âûáîðêà (a1, a2, . . . , am1 , b1, b2, . . . , bm2). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû êîððåêò-
íîãî ïåðñåïòðîíà ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì ÷èñëîì q.
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Èçâåñòíî [7], ÷òî çàäà÷à ÎÁÓ×ÀÅÌÎÑÒÜ â îáùåì ñëó÷àå NP -ïîëíà è îñòàåòñÿ
òàêîé ïðè q = 2 (â òî âðåìÿ êàê ïðè q = 1 çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà),
à çàäà÷à ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÉ ÊÎÐÐÅÊÒÍÛÉ ÏÅÐÑÅÏÒÐÎÍ NP -òðóäíà [6]. Äîêà-
çàòåëüñòâî òðóäíîðåøàåìîñòè îáåèõ çàäà÷ áûëî â ñâîå âðåìÿ ïîëó÷åíî â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ òåîðåìû îá NP -ïîëíîòå çàäà÷è "Quadrant" [7]. Èçâåñòíû [6] àíàëîãè÷íûå
ðåçóëüòàòû, îáîñíîâûâàþùèå òðóäíîðåøàåìîñòü çàäà÷ îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ñ
áîëåå ñëîæíîé àðõèòåêòóðîé, òàêæå îïèðàþùèåñÿ íà ýòîò ðåçóëüòàò.

Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà îñòàåòñÿ òðóäíîðå-
øàåìîé äàæå ïðè íàëîæåíèè äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà
åãî àðõèòåêòóðó. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáó÷åíèÿ â êëàññå ïåðñåïòðîíîâ, ó êîòîðûõ
q íå÷åòíî, à ïàðàìåòðû âûõîäíîãî íåéðîíà ôèêñèðîâàíû: β = [1, 1, . . . , 1]T è γ = 0,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãîëîñîâàíèþ ñîãëàñíî ïðàâèëó ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà. Âîïðîñû
îáó÷åíèÿ òàêèõ ñåòåé óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ òàê íàçûâàåìûõ àôôèííûõ
ðàçäåëÿþùèõ êîìèòåòîâ è êîìèòåòíûõ ðåøåíèé ïîäõîäÿùèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ.

Îïð å ä å ë å í è å 1 [8]. Àôôèííûì ðàçäåëÿþùèì êîìèòåòîì äëÿ ìíîæåñòâ
A,B ⊂ Qn íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q = (f 1, . . . , f q) ôóíêöèé
f i(z) = sign((βi, z) + γi) òàêàÿ, ÷òî

q∑
i=1

f i(a) > 1 (a ∈ A),

q∑
i=1

f i(b) 6 −1 (b ∈ B).

Ïîíÿòèå àôôèííîãî ðàçäåëÿþùåãî êîìèòåòà òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì êîìèòåòíîãî
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.

Îïð å ä å ë å í è å 2 [4]. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q′ = (x1, . . . , xq), xi ∈ Qn, íàçûâà-
åòñÿ êîìèòåòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

(aj, x) > bj (i ∈ Nm),(2)

åñëè ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
∣∣{i ∈ Nq | (aj, x

i) > bj}
∣∣ >

q

2
(j ∈ Nm).

Âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q = (f 1, . . . , f q) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ðàçäåëÿþùèì
êîìèòåòîì ìíîæåñòâ A è B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q′ =
((β1, γ1), . . . , (βq, γq)) ÿâëÿåòñÿ êîìèòåòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

{
(β, a) + γ > 0 (a ∈ A),

(β, b) + γ < 0 (b ∈ B)

è îïðåäåëÿåò âåñà âõîäíîãî ñëîÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîððåêòíîãî ïåðñåïòðîíà. Èç-
âåñòíî [9], ÷òî çàäà÷à MCLE ïîèñêà êîìèòåòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) ñ íàèìåíüøèì
âîçìîæíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ (ìèíèìàëüíîãî êîìèòåòà) NP -òðóäíà.
Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî

� çàäà÷à ïðîâåðêè, ñóùåñòâóåò ëè äëÿ çàäàííûõ ìíîæåñòâ A è B àôôèííûé
ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò èç òðåõ ýëåìåíòîâ (3-ASC), NP -ïîëíà;
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� çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ àôôèííîãî ðàçäåëÿþ-
ùåãî êîìèòåòà äëÿ ìíîæåñòâ A è B (MASC) NP -òðóäíà è íå ïðèíàäëåæèò êëàññó
Apx.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó.
Çàä à ÷ à 3. ¾ÀÔÔÈÍÍÛÉ ÐÀÇÄÅËßÞÙÈÉ ÊÎÌÈÒÅÒ ÈÇ 3-Õ ÝËÅÌÅÍ-

ÒÎÂ (3-ASC)¿ Çàäàíû ìíîæåñòâà A,B ⊂Qn, A = {a1, . . . , am1} è B = {b1, . . . , bm2).
Ñóùåñòâóåò ëè àôôèííûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò èç òðåõ ýëåìåíòîâ äëÿ ýòèõ
ìíîæåñòâ?

Òå î ð åì à 1. Çàäà÷à 3-ASC NP -ïîëíà.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè ê
çàäà÷å 3-ASC èçâåñòíîé NP -ïîëíîé çàäà÷è î ðàñêðàñêå ãðàôà â 3 öâåòà.

Çàä à ÷ à 4. ¾ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ ÃÐÀÔÀ Â 3 ÖÂÅÒÀ (3-COLORABILITY)¿
Çàäàí êîíå÷íûé ãðàô G = (V,E). Ðàñêðàøèâàåì ëè îí â 3 öâåòà, äðóãèìè ñëîâàìè,
ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ ϕ : V → {1, 2, 3} òàêàÿ, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u, v ∈ V,
({u, v} ∈ E) ⇒ (ϕ(u) 6= ϕ(v))?

Ïîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íîìó ãðàôó G çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (îò äëèíû åãî çàïèñè)
ìîãóò áûòü ñîïîñòàâëåíû ìíîæåñòâà òî÷åê A = A(G) è B = B(G) òàê, ÷òî ãðàô
ìîæåò áûòü ðàñêðàøåí â òðè öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïîñòðîåííûõ
ìíîæåñòâ ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò èç òðåõ ýëåìåíòîâ.

Ïðèì å ð 1. Ãðàôó G = (V,E), V = {1, 2, 3}, E = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} ñîïîñòà-
âèì (Ðèñ. 1) ïîäìíîæåñòâà A,B ⊂Q3

A = {[2, 0, 0], [0, 2, 0], [0, 0, 2]},
B = {[1, 1, 0], [1, 0, 1], [0, 1, 1]}(3)

Ðèñ. 1. Ïðèìåð ñâåäåíèÿ çàäà÷è 3-COLORABILITY ê çàäà÷å 3-ASC.

Ìíîæåñòâà (3) ðàçäåëèìû êîìèòåòîì (f 1, f 2, f 3), ãäå

f 1(x) = −2x1 + x2 + x3,
f 2(x) = x1 − 2x2 + x3,
f 3(x) = x1 + x2 − 2x3,

èíäóöèðóþùèì ðàñêðàñêó G â òðè öâåòà.
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Çàì å ÷ à í è å 1. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷à 3-ASC îñòàåòñÿ NP -ïîë-
íîé, åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíîæåñòâ A ∪B ⊂ {z ∈ {0, 1, 2}n : |z| 6 2}.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è îá îáó÷åíèè â êëàññå àôôèííûõ ðàçäåëÿþùèõ
êîìèòåòîâ, çàäàííóþ â îïòèìèçàöèîííîé ïîñòàíîâêå.

Çàä à ÷ à 5. ¾ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÉ ÏÎ ×ÈÑËÓ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÀÔÔÈÍÍÛÉ ÐÀÇ-
ÄÅËßÞÙÈÉ ÊÎÌÈÒÅÒ (MASC)¿ Çàäàíû ìíîæåñòâà A,B ⊂ Qn, A =
{a1, . . . , am1}, B = {b1, . . . , bm2), ïðè÷åì A∩B = ∅. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àôôèííûé
ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò äëÿ ìíîæåñòâ A è B ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Òå î ð åì à 2. Çàäà÷à MASC NP -òðóäíà.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðå-

ìû 1 ââèäó ëåãêî ïðîâåðÿåìîé ïîëèíîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè (ïî Òüþðèíãó) çàäà÷è
3-ASC ê çàäà÷å MASC.

Òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ NP -òðóäíûõ çàäà÷ ïðåäïîëàãàåò ðàñ-
ñìîòðåíèå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ïîäêëàññîâ NP -òðóäíîé çàäà÷è, àíàëèç
àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ çàäà÷è è ðàçðàáîòêó ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ.

Êàê îáû÷íî, ïðèáëèæåííûì àëãîðèòìîì (ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè r) äëÿ
çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé ìèíèìèçàöèè íàçîâåì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé äëÿ êàæäîé
åå êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè

f ∗ = min{f(x) |x ∈ M}
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ íàõîäèòü äîïóñòèìîå ðåøåíèå xapp ∈ M ñ óñëîâèåì

f(xapp)

f ∗
6 r.

Êëàññ Apx ñîñòàâëÿþò çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè, îáëàäàþùèå ïðèáëè-
æåííûì àëãîðèòìîì ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ r. Ìíîãèå NP -òðóäíûå çàäà÷è,
íàïðèìåð çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (TSP), ïðèíàäëåæàò ýòîìó êëàññó. Ê ñîæàëåíèþ,
èçâåñòíû è ïðèìåðû çàäà÷, íå ïðèíàäëåæàùèõ ýòîìó êëàññó. Âåðîÿòíî, íàèáîëåå
èçâåñòíîé ñðåäè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î íàèáîëüøåé êëèêå (CLIQUE), äëÿ
êîòîðîé ïîêàçàíî [10], ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëü-
íîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà ñ òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè n1−ε. Óáåäèìñÿ, ÷òî
îïèñàííàÿ âûøå çàäà÷à MASC òàêæå íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðèáëèæåííî íè ñ êàêîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ.

Òå î ð åì à 3. Çàäà÷à MASC íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Apx.
Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû îáîñíîâûâàåòñÿ ñâîäèìîñòü ïî Òüþðèíãó ê çàäà÷å MASC
çàäà÷è ðàñêðàñêè îäíîðîäíîãî äâóöâåòíîãî ãèïåðãðàôà.

Çàä à ÷ à 6. ¾ÐÀÑÊÐÀÑÊÀ 3-ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ 2-ÖÂÅÒÍÎÃÎ ÃÈÏÅÐÃÐÀÔÀ Â
k ÖÂÅÒÎÂ (3-UHC)¿. Çàäàíû êîíå÷íûé îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô Γ = (V, H), |h| =
3, h ∈ H è íàòóðàëüíîå ÷èñëî k > 3. Èçâåñòíî, ÷òî Γ ðàñêðàøèâàåì â 2 öâåòà.
Òðåáóåòñÿ óêàçàòü ðàñêðàñêó ãèïåðãðàôà Γ â k öâåòîâ, ò.å. òàêóþ ôóíêöèþ ϕ :
V → Nk, ÷òî

({u, v, w} ∈ H) ⇒ (|{ϕ(u), ϕ(v), ϕ(w)}| > 1).

Èçâåñòíî [11], ÷òî çàäà÷à 3-UHC NP -òðóäíà è îñòàåòñÿ NP -òðóäíîé ïðè ïðîèçâîëü-
íîì ôèêñèðîâàííîì k > 3.
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Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå òî÷íûé [12] èç èçâåñòíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
çàäà÷è MASC èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, òî÷íîñòü O(m), õîòÿ èçâåñòåí íåòðèâèàëüíûé
ïîäêëàññ ýòîé çàäà÷è, â êîòîðîì àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðèâåäåííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òðóäíîðåøàåìîñòè â îáùåì
ñëó÷àå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ â êëàññå àôôèííûõ ðàçäåëÿ-
þùèõ êîìèòåòîâ. Îäíàêî âîïðîñ îöåíêè òðóäíîðåøàåìîñòè ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýòèõ
çàäà÷ ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðû-
òûì. Ðå÷ü èäåò, íàïðèìåð, îá îöåíêå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ýòèõ çàäà÷ ïðè
ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà è íåêîòîðûõ äðóãèõ, âàæíûõ
äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèé ñëó÷àåâ. Àâòîðû íàäåþòñÿ, ÷òî îòâåòû íà ýòè âîïðîñû
óäàñòñÿ ïîëó÷èòü â áëèæàéøåå âðåìÿ.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1.
1. Çàäà÷à 3-ASC, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, ïîñêîëüêó ïðîâåðêà òîãî,

÷òî çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé Q = (f 1, f 2, f 3) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ðàç-
äåëÿþùèì êîìèòåòîì ìíîæåñòâ A è B, ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ îò ðàçìåðà çàïèñè óñëîâèÿ çàäà÷è.

2. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ NP -ïîëíîòû äîêàæåì ïîëèíîìèàëüíóþ ñâîäèìîñòü ê çàäà÷å
3-ASC çàäà÷è 3-COLORABILITY. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü çàäàí ãðàô G = (V,E), îïðå-
äåëÿþùèé óñëîâèå çàäà÷è 3-COLORABILITY. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæåì
ïîëàãàòü, ÷òî V = Nn. Ñîïîñòàâèì ãðàôó G ìíîæåñòâà A è B â Qn ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

A = {2ei}n
i=1, ãäå ei

j = δij =

{
1, i = j
0, i 6= j

B = {ei + ej | {i, j} ∈ E}
(Ï.1)

è ïîêàæåì, ÷òî ãðàôà ðàñêðàøèâàåì â òðè öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
ìíîæåñòâ A è B ñóùåñòâóåò àôôèííûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò èç òðåõ ýëåìåíòîâ,
ò.å. íàéäóòñÿ ïàðû (x1, y1), (x2, y2) è (x3, y3) òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q =
((x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)) � êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

{
2xi + y < 0 (i ∈ V ),

xi + xj + y > 0 ({i, j} ∈ E).
(Ï.2)

Ïóñòü ðàçáèåíèå V1

·∪ V2

·∪ V3 çàäàåò ðàñêðàñêó ãðàôà G â òðè öâåòà. Ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ((x1, 0), (x2, 0), (x3, 0)), â êîòîðîé

xi
k =

{
2, k ∈ Vi,

−1, k 6∈ Vi,
(i ∈ N3)

ÿâëÿåòñÿ êîìèòåòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (Ï.2).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü Q = ((x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)) � ïðîèçâîëüíîå êîìèòåò-
íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (Ï.2). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

Vk = {i ∈ V | 2xp
i + yp < 0 (p ∈ N3 \ {k})} (k ∈ N3).

Òàê êàê Q � êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (Ï.2), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî V1 ∪ V2 ∪
V3 = V. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî Vk 6= ∅ è Vk1 ∩ Vk2 = ∅ äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ k è k1 6= k2 èç N3. Ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå çàäàåò èñêîìóþ ðàñêðàñêó
ãðàôà G. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ðåáðî {i, j}⊂ V1 (ñëó÷àè ñ V2 è
V3 ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû ïî àíàëîãèè). Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà V1 ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

2x2
i + y2 < 0, 2x3

i + y3 < 0,

2x2
j + y2 < 0, 2x3

j + y3 < 0,

ñëåäîâàòåëüíî, è
x2

i + x2
j + y2 < 0 è x3

i + x3
j + y3 < 0,

â òî âðåìÿ êàê ñ íåîáõîäèìîñòüþ, â ñèëó òîãî ÷òî Q � êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(Ï.2), ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ:

x2
i + x2

j + y2 > 0 èëè x3
i + x3

j + y3 > 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 3. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à 3-UHC ïðè k =

(
2s+1
s+1

)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî s ñâîäèòñÿ ïî Òüþðèíãó ê çàäà÷å ïîèñêà àôôèííîãî
ðàçäåëÿþùåãî êîìèòåòà èç 2s+1 ýëåìåíòà äëÿ ïîäõîäÿùèõ ìíîæåñòâ. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü çàäàíû îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô Γ = (V, H), â êîòîðîì V = Nn, H 6= ∅ è |h| = 3

äëÿ êàæäîãî ðåáðà h ∈ H è ÷èñëî s ∈ N. Ïóñòü ðàçáèåíèå V1

·∪ V2 = V îïðåäåëÿåò
ðàñêðàñêó Γ â 2 öâåòà. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü ðàñêðàñêó Γ â

(
2s+1
s+1

)
öâåòîâ. Àíàëîãè÷íî

äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, ñîïîñòàâèì ãèïåðãðàôó Γ òàêèå ïîäìíîæåñòâà A,B⊂Qn,
÷òî

A = {3ei}n
i=1, ãäå ei

j = δij,

B = {ei + ej + ek | {i, j, k} ∈ H}
è ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

{
3xi + y < 0 (i ∈ V ),

xi + xj + xk + y > 0 ({i, j, k} ∈ H).
(Ï.3)

Î÷åâèäíî, ýòè ïîñòðîåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò
ðàçìåðà çàïèñè Γ. Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé.

(a) Ñèñòåìà (Ï.3) íåñîâìåñòíà è îáëàäàåò êîìèòåòíûì ðåøåíèåì èç òðåõ ýëåìåí-
òîâ.

(b) Ïðîèçâîëüíîå êîìèòåòíîå ðåøåíèå Q = ((x1, y1), . . . , (x2s+1, y2s+1)) ñèñòåìû
(Ï.3) èíäóöèðóåò ðàñêðàñêó ãèïåðãðàôà Γ â

(
2s+1
s+1

)
öâåòîâ.
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(a). Ïîñêîëüêó H 6= ∅, ñèñòåìà (Ï.3) íåñîâìåñòíà ïî òåîðåìå Êàðâåðà. Äàëåå,
íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ((x1, 0), (x2, 0), (x3, 0)), â êîòîðîé

x1
i =

{
−1, i ∈ V1,

3, i ∈ V2,
x2

i =

{
3, i ∈ V1,

−1, i ∈ V2,
è x3 = [−1,−1, . . . ,−1]T,

ÿâëÿåòñÿ åå êîìèòåòíûì ðåøåíèåì. Â ñàìîì äåëå, íåðàâåíñòâó 3xi + y < 0 ïðè
ïðîèçâîëüíîì i ∈ V1 (ñëó÷àé V2 ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí ïî àíàëîãèè) óäîâëåòâîðÿþò
(x1, 0) è (x3, 0), à ïðîèçâîëüíîìó íåðàâåíñòâó xi + xj + xk + y > 0 óäîâëåòâîðÿþò
(x1, 0) è (x2, 0).

(b). Ïóñòü Q = ((x1, y1), . . . , (x2s+1, y2s+1)) � êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (Ï.3).
Êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó P ⊂ N2s+1, |P | = s + 1 ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî

VP = {i ∈ V | 3xp
i + yp < 0 (p ∈ P )}.

×åðåç P îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {P⊂N2s+1 : |P | = 2s+1}. Ïî ïîñòðîåíèþ, |P| = (
2s+1
s+1

)
è

⋃
P∈P VP = V. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî VP 6= ∅ äëÿ êàæäîãî P ∈ P

è (P1 6= P2) ⇒ (VP1 ∩ VP2 = ∅). Ðàçáèåíèå

VP1

·∪ VP2

·∪ . . .
·∪ VP

(2s+1
s+1 )

= V

çàäàåò èñêîìóþ ðàñêðàñêó ãèïåðãðàôà Γ. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî,
÷òî ðåáðî {i, j, k} ⊂ VP äëÿ íåêîòîðîãî P ∈ P . Ïî âûáîðó ðåáðà, ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà: 




3xp
i + yp < 0,

3xp
j + yp < 0,

3xp
k + yp < 0

(p ∈ P ),

ñëåäîâàòåëüíî,
xp

i + xp
j + xp

k + yp < 0 (p ∈ P ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó Q � êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (Ï.3), ñ íåîáõî-
äèìîñòüþ íàéäåòñÿ íîìåð p0 ∈ P òàêîé, ÷òî xp0

i + xp0

j + xp0

k + yp0 > 0. Íàéäåííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü ðàñêðàñêè.

Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî çàäà÷à MASC ïðèíàäëåæèò êëàññó Apx è
ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ ôèêñèðîâàííîé îöåíêîé
òî÷íîñòè r. Òîãäà, ñ ó÷åòîì ï. (a), àëãîðèòì ïîñòðîèò êîìèòåòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(Ï.3), ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðãðàôó Γ, ñîñòîÿùåå èç 2s + 1 ýëåìåíòà, ãäå 2s + 1 6 3r,
óêàçàâ òåì ñàìûì (ñîãëàñíî ï. (b)) ðàñêðàñêó ãèïåðãðàôà â

(
2s+1
s+1

)
öâåòîâ. Íàéäåííîå

ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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