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�¥â®¤ ª®¬¨â¥â®¢ ®¯à¥¤¥«ï¥â ®¤® ¨§  ¯à ¢«¥¨© ¨áá«¥¤®¢ ¨© § ¤ ç

®¯â¨¬¨§ æ¨¨ ¨ ª« áá¨ä¨ª æ¨¨. � á¢ï§  á ¯®áâà®¥¨¥¬ ª®áâàãªæ¨©, ®¡-

®¡é îé¨å ¯®ïâ¨¥ à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© ¨ ¥à ¢¥áâ¢, ¯®§¢®«ïîé¨å

 àï¤ã á à §à¥è¨¬ë¬¨ § ¤ ç ¬¨   «¨§¨à®¢ âì § ¤ ç¨ á ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë-

¬¨ ãá«®¢¨ï¬¨. � ç¨áâ®¬ ¢¨¤¥ ®¤  ¨§ ¯à®áâ¥©è¨å ª®¬¨â¥âëå ª®áâàãª-

æ¨© ¯®ï¢¨« áì ¢ 1965 £®¤ã ª ª á¯®á®¡ ¯®áâà®¥¨ï ¥ª®â®à®© ®¡ãç îé¥©áï

¥©à®®© á¥â¨. �¤ ª® áâ®¨â § ¬¥â¨âì, çâ® ¨§ãç¥¨¥ ¥á®¢¬¥áâëå § ¤ ç,

®¡« ¤ îé¨å ïáë¬ ¯à ªâ¨ç¥áª¨¬ á¬ëá«®¬, ¨¬¥¥â ¤®áâ â®ç® ¤ ¢îî ¨áâ®-

à¨î. � ª, ¥é¥ �¥¦ ¤à, � ãáá,   ¯®§¤¥¥ � ¯« á ¯à¨ à §à ¡®âª¥ ¬¥â®¤ 

 ¨¬¥ìè¨å ª¢ ¤à â®¢ ¨¬¥«¨ ¤¥«® á ¯¥à¥®¯à¥¤¥«¥ë¬¨,   § ç¨â, ª ª ¯à -

¢¨«®, ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¬¨, á¨áâ¥¬ ¬¨ «¨¥©ëå ãà ¢¥¨©.

�¥â®¤ ª®¬¨â¥â®¢ ¨á¯®«ì§ã¥â ¯®áâà®¥¨¥ á®áâ ¢ëå à¥è îé¨å ¯à ¢¨«

¤¨ £®áâ¨ª¨ ¨ ¢ë¡®à , ¨¬¥îé¨å ¢¨¤ £®«®á®¢ ¨ï ¡ §¨áëå à¥è îé¨å ¯à -

¢¨«. �à¨ íâ®¬, ¢ ç áâ®áâ¨, ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¯à ¢¨«® ¯à¨ïâ¨ï à¥è¥¨© ¯®

¡®«ìè¨áâ¢ã £®«®á®¢. � â¥®à¨¨ ¯à¨ïâ¨ï à¥è¥¨© ¯à ¢¨«® ¡®«ìè¨áâ¢ 

¢¯¥à¢ë¥, ¢¨¤¨¬®, ¨áá«¥¤®¢ « �®¤®àá¥. �, ¢ ç áâ®áâ¨, ¯®ª § « ¥âà §¨-

â¨¢®áâì ª®««¥ªâ¨¢ëå ¯à¥¤¯®çâ¥¨©, ãáâ  ¢«¨¢ ¥¬ëå ¯® ¯à ¢¨«ã ¡®«ì-

è¨áâ¢ . �®¯à®áë ª®àà¥ªâ®áâ¨ ¯à®æ¥¤ãà £®«®á®¢ ¨ï ¨áá«¥¤®¢ «¨áì ¢

¤ «ì¥©è¥¬ ¬®£¨¬¨  ¢â®à ¬¨. � ª, è¨à®ª® ¨§¢¥áâ¥ ¯ à ¤®ªá �àà®ã: ¯à¨

®¯à¥¤¥«¥ëå ¥áâ¥áâ¢¥ëå ãá«®¢¨ïå ¢®§¬®¦  â®«ìª® ®¤  âà¨¢¨ «ì ï

ä®à¬  ª®««¥ªâ¨¢®£® ¤®£®¢®à  | ¤¨ªâ âãà . �® íâ® ¢ â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨

¬ë ¨é¥¬ ã¨¢¥àá «ìãî ä®à¬ã ¤®£®¢®à , â.¥. â ªãî ¤¥¬®ªà â¨î, ª®â®àãî

¬®¦® ¯à¨¬¥ïâì ¢® ¢á¥å á¨âã æ¨ïå ¢ë¡®à . �® ¢áïª®¬ á«ãç ¥, ¥®¡å®-

¤¨¬® ¨§ãç âì à §«¨çë¥ á¯®á®¡ë à §à¥è¥¨ï íâ®£® ¯à®â¨¢®à¥ç¨ï, ¯à¨ç¥¬

ª ¦¤ë© á¯®á®¡ á®®â¥á¥ á ª®ªà¥â®© á¨âã æ¨¥© ¢ë¡®à  ¨ ¤¨ £®áâ¨ª¨.

�à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¥ á¨áâ¥¬ë ãà ¢¥¨© ¨ ¥à ¢¥áâ¢ ¢ ¬®¤¥«ïå ®¯â¨¬¨§ -

æ¨¨ ¨ ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¢®§¨ª îâ § ª®®¬¥à®, ®¨ ¥ ï¢«ïîâáï à¥§ã«ìâ -

â ¬¨ á«ãç ©ëå ®è¨¡®ª ¨«¨ «®£¨ç¥áª¨ ¥ª®àà¥ªâëå à ááã¦¤¥¨©. �â®

¯à®áâ® à¥ «ìë¥ ¯®áâ ®¢ª¨ § ¤ ç, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï â®«ìª® ¨áå®¤ë¬

�� ¡®â  ¯®¤¤¥à¦   ����, £à âë ò96-15-96247 ¨ ò99-01-00136.
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¯ãªâ®¬ ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï ª®áâàãªæ¨©, ®¯à¥¤¥«¥ë¬ áâà®£® ®£®¢®à¥ë¬

á¯®á®¡®¬ à §à¥è îé¨å ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¥ á¨áâ¥¬ë ®£à ¨ç¥¨©.

�®ïâ¨¥ committee solution, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¢¯¥à¢ë¥ ¡ë«® ¢¢¥¤¥® ¢ à ¡®-

â¥ [61]. � â¥¬ â¨ç¥áª®¬ã ¨áá«¥¤®¢ ¨î íâ®£® ¯®ïâ¨ï,   â ª¦¥ ¡®«¥¥ ®¡é¨å

ª®¬¨â¥âëå ª®áâàãªæ¨© ¯®á¢ïé¥ë à ¡®âë �«.�.� §ãà®¢  ¨ ¤àã£¨å ¥ª â¥-

à¨¡ãà£áª¨å ¨áá«¥¤®¢ â¥«¥©. � ¯®á«¥¤¥¥ ¢à¥¬ï ®á®¡ë© ¨â¥à¥á ¢ë§ë¢ «¨

¢®¯à®áë á«®¦®áâ¨ ª®¬¨â¥âëå à¥è îé¨å ¯à ¢¨« ¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì®© á«®¦-

®áâ¨ ¨å ¯®áâà®¥¨ï. �§ãç¥¨¥ ¨å ¯®¢«¥ª«® ¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢¢¥¤¥¨ï ®¢ëå

¯®ïâ¨© | â ª¨å,  ¯à¨¬¥à, ª ª £¨¯¥à£à ä ¬ ªá¨¬ «ìëå ¯® ¢ª«îç¥¨î

á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ ®£à ¨ç¥¨©.

� áâ®ïé ï áâ âìï ¯®á¢ïé¥  ®¡§®àã à¥§ã«ìâ â®¢ â¥®à¨¨ ª®¬¨â¥âëå

ª®áâàãªæ¨© ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ëå á¨áâ¥¬ ®£à ¨ç¥¨© ¨ ¨å ¯à¨«®¦¥¨© ª   «¨-

§ã ¥á®¡áâ¢¥ëå § ¤ ç à á¯®§ ¢ ¨ï ®¡à §®¢, ¯à¨ïâ¨ï à¥è¥¨© ¨ ®¯â¨-

¬¨§ æ¨¨. �¥®¡å®¤¨¬®áâì â ª®£® ®¡§®à  ®¡ãá«®¢«¥  ¯®ï¢«¥¨¥¬ àï¤  ®¢ëå

à¥§ã«ìâ â®¢ ¢ â¥®à¨¨ ª®¬¨â¥â®¢ ¨ § à®¦¤¥¨¥¬ ¥ª®â®àëå ®¢ëå ¯®¤å®¤®¢

¢ íâ®© ¯à®¡«¥¬ â¨ª¥.

�â âìï á®áâ®¨â ¨§ ¯ïâ¨ à §¤¥«®¢ ¨ ¡¨¡«¨®£à ä¨¨. �¥à¢ë© à §¤¥« á®-

¤¥à¦¨â ®á®¢ë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ¯®ïâ¨ï; ¢â®à®© | â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ -

¨ï ª®¬¨â¥âëå ª®áâàãªæ¨© ¤«ï à §«¨çëå ª« áá®¢ á¨áâ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢; ¢

âà¥âì¥¬ à §¤¥«¥   ï§ëª¥ â¥®à¨¨ £à ä®¢ ®¯¨áë¢ îâáï á¢®©áâ¢  ¬®¦¥áâ¢ 

¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¥á®¢¬¥áâ®© á¨áâ¥¬ë ®£à ¨ç¥¨©;

ç¥â¢¥àâë© à §¤¥« ¯®á¢ïé¥ § ¤ ç¥ ® ¬¨¨¬ «ì®¬ ¯® ç¨á«ã ç«¥®¢ ª®¬¨-

â¥â¥ ¨,  ª®¥æ, ¢ ¯ïâ®¬ ¤ ¥âáï ªà âª¨© ®¡§®à ®á®¢ëå  «£®à¨â¬®¢ ¯®¨áª 

ª®¬¨â¥â®¢ á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢.

�à¨ ¯®áâà®¥¨¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å ¬®¤¥«¥© ¤«ï æ¥«®£® àï¤  ¯à ªâ¨ç¥áª¨å

§ ¤ ç ¢ â ª¨å âàã¤®ä®à¬ «¨§ã¥¬ëå ®¡« áâïå § ¨ï, ª ª ¬¥¤¨æ¨ , ¡¨®-

«®£¨ï, íª®®¬¨ª  ¨ ¤à., ç áâ® ¯à¨å®¤¨âáï ¨¬¥âì ¤¥«® á ¯«®å® ä®à¬ «¨§®-

¢ ë¬¨ ¨«¨ ¯à®â¨¢®à¥ç¨¢ë¬¨ á¨áâ¥¬ ¬¨ ®£à ¨ç¥¨© [16],[47],[67],[68],[69].

�¤¨¬ ¨§ á¯®á®¡®¢ à §à¥è¥¨ï íâ¨å ¯à®â¨¢®à¥ç¨© ï¢«ï¥âáï ¢¢¥¤¥¨¥ ¢ ¬®-

¤¥«ì ¯à®æ¥¤ãàë à á¯®§ ¢ ¨ï ®¡à §®¢ | ¤¨áªà¨¬¨ â®£®   «¨§ , ¨«¨

â ªá®®¬¨¨ [14],[28],[34],[39],[47].

�ãáâì § ¤ ë ¬®¦¥áâ¢® M � Rn ¨ ª« áá äãªæ¨© F � fRn ! Rg:

�§¢¥áâ®, çâ® M = K1

�S
K2; ¯à¨ç¥¬ ¬®¦¥áâ¢  K1 ¨ K2 § ¤ ë á¢®¨¬¨

ª®¥çë¬¨ ¯®¤¬®¦¥áâ¢ ¬¨ A � K1; B � K2: � ¤ ç¥© ¤¨áªà¨¬¨ â®£®

  «¨§   §®¢¥¬ [47] § ¤ çã  å®¦¤¥¨ï äãªæ¨¨ f 2 F â ª®©, çâ®(
f(a) > 0 ¯à¨ a 2 A;

f(b) < 0 ¯à¨ b 2 B:
(1)

�á«¨ â ª ï äãªæ¨ï  ©¤¥ , â® ¯®« £ ¥¬ K1 = fx 2 M j f(x) > 0g ¨

K2 = fx 2 M j f(x) � 0g: �à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ª« áá F á®¤¥à¦¨â äãª-
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æ¨¨  ¨¡®«¥¥ ¯à®áâ®£® ¢¨¤ : «¨¥©ë¥ ¨«¨ ªãá®ç®-«¨¥©ë¥ (á¬.,  ¯à¨-

¬¥à, [31]). �® ¢áïª®¬ á«ãç ¥, ¢á¥£¤  ¬®¦® ¯®« £ âì, çâ® F ¯ à ¬¥âà¨§ã¥âáï

¥ª®â®àë¬ ®â®¡à ¦¥¨¥¬  : C ! F; £¤¥ C | ¥ª®â®à®¥ ¯à®áâà áâ¢® ¯ -

à ¬¥âà®¢. � íâ®¬ á«ãç ¥ § ¤ ç  (1) á¢®¤¨âáï ª § ¤ ç¥  å®¦¤¥¨ï à¥è¥¨ï

á¨áâ¥¬ë ¥à ¢¥áâ¢ (
[c](a) > 0 ¯à¨ a 2 A;

[c](b) < 0 ¯à¨ b 2 B
(2)

®â®á¨â¥«ì® ¥¨§¢¥áâ®£® c 2 C: � ¯à¨¬¥à, ¢  ää¨®¬ á«ãç ¥ ¬®¦¥áâ¢®

C á®¢¯ ¤ ¥â á Rn+1 ¨ § ¤ ç  (1) íª¢¨¢ «¥â  § ¤ ç¥  å®¦¤¥¨ï à¥è¥¨ï

á¨áâ¥¬ë (
(x; a) + y > 0 ¯à¨ a 2 A;

(x; b) + y < 0 ¯à¨ b 2 B:
(3)

�«ï à¥è¥¨ï ãª § ®© á¨áâ¥¬ë ã¤ ¥âáï ¯à¨¬¥¨âì  ¯¯ à â â¥®à¨¨ «¨¥©-

ëå ¥à ¢¥áâ¢. � á®¦ «¥¨î, á¨áâ¥¬  (3) [¨«¨ (2)], ª ª ¯à ¢¨«®, ¥á®-

¢¬¥áâ  (ãá«®¢¨¥ á®¢¬¥áâ®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (3) íª¢¨¢ «¥â® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë

®¡ ®â¤¥«¨¬®áâ¨ ¢ë¯ãª«ëå ®¡®«®ç¥ª ¬®¦¥áâ¢ A ¨ B [49]), ¯®íâ®¬ã ¤«ï à¥-

è¥¨ï ¯®áâ ¢«¥®© § ¤ ç¨ âà¥¡ã¥âáï â® ¨«¨ ¨®¥ ®¡®¡é¥¨¥ ¯®ïâ¨ï à¥-

è¥¨ï á¨áâ¥¬ë ¥à ¢¥áâ¢. �®ïâ¨¥ ª®¬¨â¥â  ï¢«ï¥âáï ®¤¨¬ ¨§ â ª¨å

®¡®¡é¥¨©.

1. �á®¢ë¥ ¯®ïâ¨ï ¨ ®¯à¥¤¥«¥¨ï

�  è¨å ¯®áâà®¥¨ïå ¬ë ¢áî¤ã áç¨â ¥¬ ¢ë¯®«¥®©  ªá¨®¬ã ¢ë¡®à .

�ãáâì ¢® ¬®¦¥áâ¢¥X § ¤ ë ¯®¤¬®¦¥áâ¢  D1; : : : ; Dm: � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥-

¬ã ¢ª«îç¥¨©

x 2 Dj (j 2 Nm): (4)

�¤¥áì ¨ ¢áî¤ã ¨¦¥ ç¥à¥§ Nm ®¡®§ ç ¥âáï ¬®¦¥áâ¢® f1; 2; : : : ; mg: �¨áâ¥-

¬  (4)  §ë¢ ¥âáï ¥á®¢¬¥áâ®©, ¥á«¨
Tm
j=1Dj = ;: �ï¤ ãâ¢¥à¦¤¥¨©, ¯à¨-

¢¥¤¥ëå ¨¦¥, á¯à ¢¥¤«¨¢ ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë (4), ®¤ ª® ¡�®«ìè ï

ç áâì à¥§ã«ìâ â®¢ ¡ã¤¥â áä®à¬ã«¨à®¢   ¤«ï ¥¥ ç áâ®£® á«ãç ï| á¨áâ¥¬ë

¥à ¢¥áâ¢

fj(x) > 0 (j 2 Nm); (5)

£¤¥ X | ¢¥é¥áâ¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®, f1; : : : ; fm 2 F � fX ! Rg ¨

F | § ¤ ë© ª« áá äãªæ¨© («¨¥©ëå,  ää¨ëå ¨ â.¤.). �¨áâ¥¬ã

x 2 Dj (j 2 L) (6)

¤«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ; 6= L � Nm ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì ¯®¤á¨áâ¥¬®© á ¨¤¥ªá®¬ L

á¨áâ¥¬ë (4). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ D(L) =
T
j2LDj ¬®¦¥áâ¢® à¥è¥¨© ¯®¤á¨-

áâ¥¬ë (6).
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.1 [5],[14]. �®¤á¨áâ¥¬  á ¨¤¥ªá®¬ L  §ë¢ ¥âáï ¬ ªá¨-

¬ «ì®© á®¢¬¥áâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬®© á¨áâ¥¬ë (4), ¥á«¨ D(L) 6= ; ¨ ¤«ï ¢áïª®£®

j 2 Nm n L D(L [ fjg) = ;.

�¨¤®, çâ® á¨áâ¥¬  (4), ¢ ª®â®à®© ¥ ¢á¥ Dj ¯ãáâë, «¨¡® á®¢¬¥áâ , «¨-

¡® ¨¬¥¥â á®¡áâ¢¥ãî ¬ ªá¨¬ «ìãî á®¢¬¥áâãî ¯®¤á¨áâ¥¬ã. �¥à¥©¤¥¬ ª

®¯à¥¤¥«¥¨ï¬ ª®¬¨â¥âëå ª®áâàãªæ¨©.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.2 [61],[62]. �®¬¨â¥â®¬ ¡®«ìè¨áâ¢  á¨áâ¥¬ë (4)  §ë-

¢ ¥âáï ª®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì Q = (x1; : : : ; xq); xi 2 X, â ª ï, çâ®

jfi : xi 2 Djgj > q=2 ¤«ï ª ¦¤®£® j 2 Nm:

�á«¨ Q ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ¯à¨¢¥¤¥®¬ã ®¯à¥¤¥«¥¨î, â® ç¨á«® q  §ë¢ ¥âáï

ç¨á«®¬ ç«¥®¢ ª®¬¨â¥â  Q ¨ £®¢®àïâ, çâ® á¨áâ¥¬  (4) à §à¥è¨¬  ª®¬¨â¥â®¬

¨§ q ç«¥®¢. �¨¦¥ ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, çâ® ¯à¨   «¨§¥ ª®¬¨â¥â®© à §à¥è¨¬®-

áâ¨ á¨áâ¥¬ë (4) ¤®áâ â®ç® à áá¬ âà¨¢ âì ª®¬¨â¥âë, á®áâ ¢«¥ë¥ ¨§ à¥-

è¥¨© ¥ª®â®àëå ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬. �¨¨¬ «ìë¬

 §ë¢ ¥âáï ª®¬¨â¥â á ¬¨¨¬ «ì® ¢®§¬®¦ë¬ ¤«ï ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ç¨á«®¬

ç«¥®¢.

�§¢¥áâ® ¥áª®«ìª® ®¡®¡é¥¨© ¯®ïâ¨ï ª®¬¨â¥â . �ãáâì § ¤ ë p 2

(0; 1); z 2 Rq ¨ ®¯à¥¤¥«¥ë å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨¥ äãªæ¨¨ 'j : X ! f�1; 1g :

'j(x) =

(
1; ¥á«¨ x 2 Dj;

�1; ¥á«¨ x =2 Dj:
(7)

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.3 [31],[33]. �ãáâì § ¤ ë z 2 Rq ¨ p 2 (0; 1): �®¥ç ï ¯®-

á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì Q = (x1; : : : ; xq); xi 2 X;  §ë¢ ¥âáï (z; p)-à¥è¥¨¥¬ á¨-

áâ¥¬ë (4); ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® j 2 Nm ¢ë¯®«¥® ãá«®¢¨¥

qX
i=1

zi'j(x
i) > (2p� 1)

qX
i=1

jzij; (8)

(z; p)-à¥è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë (4)  §ë¢ ¥âáï:

1) z-à¥è¥¨¥¬ á¨áâ¥¬ë (4); ¥á«¨ p = 1=2;

2) (z; p)-ª®¬¨â¥â®¬ á¨áâ¥¬ë (4); ¥á«¨ z 2 Zq;

3) p-ª®¬¨â¥â®¬, ¥á«¨ z = [1; : : : ; 1]:

�¯¨è¥¬ ¬®¦¥áâ¢®Q ¢á¥å ª®¬¨â¥â®¢ á¨áâ¥¬ë (4) [47]. � áá¬®âà¨¬ ¤«ï íâ®£®

¢¥ªâ®à-äãªæ¨î '(x) = ['1(x); : : : ; 'm(x)]: �®¦¥áâ¢® '(X) ª®¥ç®, ¯ãáâì

'(X) = f'1; : : : ; 'sg: �§ ®¯à¥¤¥«¥¨ï 1.2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì Q
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¯à¨ ¤«¥¦¨â Q â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  Q ¯ãâ¥¬ ¯¥à¥áâ ®¢ª¨ ç«¥®¢

¬®¦® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥

(y1;1; : : : ; y1;z1| {z }
z1

; : : : ; ys;1; : : : ; ys;zs| {z }
zs

); (9)

£¤¥ yi;1; : : : ; yi;zi â ª®¢ë, çâ® '(yi;l) = 'i;   z1; : : : ; zs� ¥®âà¨æ â¥«ìë¥ æ¥«ë¥

ç¨á« , ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ á¨áâ¥¬¥ ¥à ¢¥áâ¢

sX
i=1

zi'
i > 0: (10)

�®¬¨â¥â Q 2 Q ï¢«ï¥âáï ¬¨¨¬ «ìë¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢¥ªâ®à

z = [z1; : : : ; zs]; ¨á¯®«ì§ã¥¬ë© ¢ ¥£® ¯à¥¤áâ ¢«¥¨¨ (9), ï¢«ï¥âáï ®¯â¨¬ «ì-

ë¬ ¢ § ¤ ç¥  å®¦¤¥¨ï

min

(
sX

i=1

zi j
sX

i=1

zi'
i > 0; z 2 Zs

+

)
: (11)

� ¤ ¤¨¬   ¬®¦¥áâ¢¥ P q = f�1; 1gq ç áâ¨çë© ¯®àï¤®ª á«¥¤ãîé¨¬

®¡à §®¬: ¯®«®¦¨¬

a � b , jfi : ai = 1gj � jfi : bi = 1gj:

�ãáâì § ¤ ë äãªæ¨¨ f1; : : : ; fm : P q ! R; áâà®£® ¢®§à áâ îé¨¥ ¢ á®®â¢¥â-

áâ¢¨¨ á ¢ë¡à ë¬ ¯®àï¤ª®¬.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.4 [14],[40]. �®««¥ªâ¨¢ë¬ à¥è¥¨¥¬ á¨áâ¥¬ë (4)  §ë¢ -

¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì Q = (x1; : : : ; xq); xi 2 X; â ª ï, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£®

j 2 Nm ¢ë¯®«ï¥âáï fj('j(x
1); : : : ; 'j(x

q)) > 0: � ç áâ®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ 

fj(a1; : : : ; aq) = jfi : ai = 1gj��jq ¤«ï ¥ª®â®àëå ç¨á¥« �j ; ª®««¥ªâ¨¢®¥ à¥-

è¥¨¥ á¨áâ¥¬ë (4)  §ë¢ ¥âáï ®¡®¡é¥ë¬ à¥è¥¨¥¬ ãª § ®© á¨áâ¥¬ë.

� ¦¤®© ¨§ ®¯à¥¤¥«¥ëå ¢ëè¥ ª®¬¨â¥âëå ª®áâàãªæ¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ¯®-

ïâ¨¥ à §¤¥«ïîé¥© ª®¬¨â¥â®© ª®áâàãªæ¨¨ ¨  «£®à¨â¬ à á¯®§ ¢ ¨ï. �

¨¬¥®, ¯ãáâì § ¤ ë ¬®¦¥áâ¢  A;B � Rn ¨ ª« áá äãªæ¨©

F = ff = [c]j c 2 Cg � fRn ! Rg;

®¯à¥¤¥«¥ëå ¢áî¤ã ¢ Rn; ¨ âà¥¡ã¥âáï  ©â¨ äãªæ¨î f 2 F (¨ ç¥ £®¢®àï,

 ©â¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨© ¯ à ¬¥âà c 2 C) â ª, çâ®¡ë(
f(a) = [c](a) > 0 ¯à¨ a 2 A;

f(b) = [c](b) < 0 ¯à¨ b 2 B:
(12)

�ãáâì á¨áâ¥¬  (12) ®â®á¨â¥«ì® c 2 C ¥á®¢¬¥áâ .
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.5 [36]. � §¤¥«ïîé¨¬ ¬®¦¥áâ¢  A;B � Rn ª®««¥ªâ¨¢-

ë¬ à¥è¥¨¥¬ (®¡®¡é¥ë¬ à¥è¥¨¥¬, (z; p)-à¥è¥¨¥¬, p-ª®¬¨â¥â®¬, ª®-

¬¨â¥â®¬)  §ë¢ ¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì äãªæ¨© (f1; : : : ; f q) â ª ï,

çâ® f i = [ci] ¨ (c1; : : : ; cq) ï¢«ï¥âáï ª®««¥ªâ¨¢ë¬ à¥è¥¨¥¬ (®¡®¡é¥-

ë¬ à¥è¥¨¥¬ ¨ â.¤.) á¨áâ¥¬ë ¥à ¢¥áâ¢ (12):

� ç áâëå á«ãç ïå, ª®£¤  F | ª« áá «¨¥©ëå ( ää¨ëå) äãªæ¨©, à §-

¤¥«ïîé¥¥ ¬®¦¥áâ¢  A ¨ B ª®««¥ªâ¨¢®¥ à¥è¥¨¥  §ë¢ ¥âáï «¨¥©ë¬

( ää¨ë¬).

�à®¬¥ ãª § ëå ¢ëè¥ ª®¬¨â¥âëå  «£®à¨â¬®¢ à á¯®§ ¢ ¨ï, ®á®¢ -

ëå   «®£¨ª¥ ¡®«ìè¨áâ¢ , ¢ àï¤¥ à ¡®â (á¬.  ¯à¨¬¥à, [1],[71]) à áá¬ âà¨-

¢ «¨áì  «£®à¨â¬ë, ®á®¢ ë¥   ¤àã£¨å «®£¨ª å: áâ àè¨áâ¢ , ¥¤¨®£« -

á¨ï ¨ â.¤. �¤ ª® á¢¥¤¥¨¥ § ¤ ç¨ ¯®áâà®¥¨ï à §¤¥«ïîé¨å ª®¬¨â¥â®¢ ( 

¨¬¥® íâ  § ¤ ç  ç é¥ ¢á¥£® ¨¬¥¥âáï ¢ ¢¨¤ã) á â ª¨¬¨ «®£¨ª ¬¨ ª ¨§¢¥áâ-

®© § ¤ ç¥ ¯®áâà®¥¨ï ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë ¥à ¢¥áâ¢ (¢ª«îç¥¨©) ¥ áâ®«ì

®ç¥¢¨¤®, ª ª ¢ á«ãç ¥ «®£¨ª¨ ¡®«ìè¨áâ¢ .

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.6 [1]. �®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì äãªæ¨© (f1; : : : ; f q);

f i 2 F;  §ë¢ ¥âáï ª®¬¨â¥â®¬ ¥¤¨®£« á¨ï, à §¤¥«ïîé¨¬ ¬®¦¥áâ¢ 

A;B � Rn; ¥á«¨ ª ¦¤®¥ a 2 A ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á¨áâ¥¬¥ ¥à ¢¥áâ¢

fi(x) > 0 (i 2 Nq);

  ª ¦¤®¥ b 2 B ¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãª § ®© á¨áâ¥¬¥.

�ãáâì ¢ë¡à ë äãªæ¨¨ f1; : : : ; f q 2 F; ¤«ï ª ¦¤®£® x 2 Rn ¯®«®¦¨¬ Ix =

fi j fi(x) > 0g: �á«¨ Ix 6= ;; â® ¯®«®¦¨¬ ix = minfi 2 Ixg:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1.7 [1],[71]. �®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ à ((f1; t1); : : : ;

(f q; tq)); £¤¥ tj 2 f0; 1g;  §ë¢ ¥âáï ª®¬¨â¥â®¬ áâ àè¨áâ¢ , à §¤¥«ïî-

é¨¬ ¬®¦¥áâ¢  A;B � Rn; ¥á«¨

¤«ï ª ¦¤®£® a 2 A ¬®¦¥áâ¢® Ia ¥ ¯ãáâ® ¨ t
ia = 1;

¤«ï ª ¦¤®£® b 2 B ¨«¨ Ib = ;; ¨«¨ tib = 0:

2. �¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥âëå ª®áâàãªæ¨©

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¯à¨¢®¤ïâáï â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â®¢ ¨ ®¡®¡-

é îé¨å ¨å ª®áâàãªæ¨© ¤«ï à §«¨çëå ª« áá®¢ á¨áâ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢. �®-

ª § â¥«ìáâ¢  ¡®«ìè¨áâ¢  ¨§ ¨å ª®áâàãªâ¨¢ë, â ª çâ® ¯®¯ãâ® ¢ ¨å

ãª §ë¢ îâáï à §«¨çë¥ ¢¥àå¨¥ ®æ¥ª¨ ç¨á«  ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ìëå ª®¬¨-

â¥â®¢ (ª®««¥ªâ¨¢ëå à¥è¥¨©, p-ª®¬¨â¥â®¢ ¨ â.¤.) à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå á¨áâ¥¬

¢ª«îç¥¨© (¥à ¢¥áâ¢).
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�¥®à¥¬  2.1 [14, 47]. �á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ª®««¥ªâ¨¢®¥ à¥è¥¨¥ (®¡®¡é¥-

®¥ à¥è¥¨¥, (z; p)-à¥è¥¨¥ ¨ â.¤.) á¨áâ¥¬ë (4), â® áãé¥áâ¢ã¥â á®®â¢¥â-

áâ¢ãîé¥¥ à¥è¥¨¥, á®áâ ¢«¥®¥ ¨§ à¥è¥¨© ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå

¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (4):

�â  â¥®à¥¬  ¯®§¢®«ï¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, ¢ § ¤ ç¥ (11) ¯®¨áª  ¬¨¨¬ «ì®£® ª®-

¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (4) ¯®¨§¨âì à §¬¥à®áâì ¯à®áâà áâ¢ , ¯®« £ ï ¥ã«¥¢ë-

¬¨ «¨èì â¥ ª®¬¯®¥âë ¢¥ªâ®à  z; ¤«ï ª®â®àëå ¢¥ªâ®àë 'i ã¤®¢«¥â¢®àïîâ

ãá«®¢¨î

8i1 6= i2 9j 2 Nm : 'i1j = 1; 'i2j = �1:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2.1 [9]. �¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© ¤«ï ¬®¦¥áâ¢D1; : : : ; Dm

| íâ® ª®¥ç ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì M = (x1; : : : ; xm); xi 2 X, â ª ï,

çâ® xi 2 Di: �¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© M  §ë¢ ¥âáï á¨áâ¥¬®© à §«¨ç-

ëå ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥©, ¥á«¨ xi 6= xj ¤«ï ª ¦¤ëå i 6= j:

�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ L(M) = fxi j i 2 Nmg ¬®¦¥áâ¢® ¯®¯ à® à §«¨çëå í«¥-

¬¥â®¢ M: �¨á«®¬ ç«¥®¢ á¨áâ¥¬ë ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥©M  §®¢¥¬ jL(M)j:

�ç¥¢¨¤®, çâ® á¨áâ¥¬  (4) á®¢¬¥áâ  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤   ©¤¥â-

áï á¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© M ¬®¦¥áâ¢ D1; : : : ; Dm ¨§ ®¤®£® ç«¥ . �¯à -

¢¥¤«¨¢ë ¨ ¡®«¥¥ ®¡é¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï.

�¥®à¥¬  2.2 [35]. �á«¨ ¤«ï ¢áïª®£® j 2 Nm  ©¤¥âáï á¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢¨-

â¥«¥© Mj ¤«ï ¬®¦¥áâ¢ D1 \ Dj; : : : ; Dm \ Dj ¨§ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ r ç«¥®¢

(r > 1), â® á¨áâ¥¬  (4) à §à¥è¨¬  p-ª®¬¨â¥â®¬ ¯à¨ p = 1=r: � ç áâ®-

áâ¨, ¯à¨ r = 2 á¨áâ¥¬  (4) à §à¥è¨¬  ª®¬¨â¥â®¬ ¨§ 2m ç«¥®¢.

�ë ¯à¨¢®¤¨¬ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï, â.ª. ®® ¢ á¦ â®© ä®à¬¥

¯®ïáï¥â ¨¤¥î ¯®áâà®¥¨ï p-ª®¬¨â¥â .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì M1; : : : ;Mm | á¨áâ¥¬ë ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥©, ãª § -

ë¥ ¢ ãá«®¢¨¨ â¥®à¥¬ë. �ãáâì L(Mj) = fx1j ; : : : ; x
rj
j g; rj � r: �¡¥¤¨¬áï, çâ®

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

Q = (x11; : : : ; x
1
1| {z }

r�r1+1

; x21; : : : ; x
r1
1 ; : : : ; x

1
m; : : : ; x

1
m| {z }

r�rm+1

; x2m; : : : ; x
rm
m )

ï¢«ï¥âáï p-ª®¬¨â¥â®¬ á¨áâ¥¬ë (4) ¯à¨ p = 1=r:�¡®§ ç¨¬ í«¥¬¥âë Q ç¥à¥§

y1; : : : ; yrm: �® ®¯à¥¤¥«¥¨î p-ª®¬¨â¥â  ã¦® ¤«ï ª ¦¤®£® j 2 Nm ¯à®¢¥-

à¨âì ¢ë¯®«¥¨¥ ¥à ¢¥áâ¢ 

rmX
i=1

'j(y
i) > (2p� 1)m =

m

r
(2� r):
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�¥©áâ¢¨â¥«ì®,

rmX
i=1

'j(y
i) � r +m� 1� (m� 1)(r� 1) = m(2� r) + 2(r � 1) > m(2� r)=r;

çâ® § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥¨ï â¥®à¥¬ë. �â®à®¥ ãâ¢¥à-

¦¤¥¨¥ ¯à®¢¥àï¥âáï   «®£¨ç®.

�¥®à¥¬  2.3 [35]. �á«¨ «î¡ë¥ k ¬®¦¥áâ¢ á¨áâ¥¬ë (4) ¯¥à¥á¥ª îâáï ¨

k=m > p; â® á¨áâ¥¬  (4) à §à¥è¨¬  p-ª®¬¨â¥â®¬.

�¥âàã¤® ¯®ª § âì, çâ® ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ 2.2 ¨ 2.3 ¥ ï¢«ïîâáï ¥®¡å®¤¨-

¬ë¬¨ ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï p-ª®¬¨â¥â . �¥©áâ¢¨â¥«ì®, à áá¬®âà¨¬,  ¯à¨-

¬¥à, á¨áâ¥¬ã ¢¨¤  (4) á ¬®¦¥áâ¢ ¬¨ D1 = f1; 2; 3g; D2 = f1; 4g; D3 = f2; 4g;

D4 = f3; 4g:�¨¤®, çâ® Q = (1; 2; 3; 4; 4) ï¢«ï¥âáï ¥¥ ª®¬¨â¥â®¬ (p-ª®¬¨â¥â®¬

¯à¨ p = 3=5� " ¨ ¯à®¨§¢®«ì®¬ " > 0), â¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¤«ï á¨áâ¥¬ë ¥ ¢ë¯®«-

¥® ãá«®¢¨¥ â¥®à¥¬ë 2.2 ¯à¨ r = 2 ¨ â¥®à¥¬ë 2.3 ¯à¨ k = 3:

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ â ª¦¥ ¯à®áâ®¥ ¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï p-ª®-

¬¨â¥â .

�¥®à¥¬  2.4. �ãáâì K = (x1; : : : ; xq) | p-ª®¬¨â¥â á¨áâ¥¬ë (4), â®£¤  ¢

¥¬  ©¤¥âáï ç«¥ xi â ª®©, çâ® jfj : xi 2 Djgj > pm:

�§ íâ®© â¥®à¥¬ë, ¢ ç áâ®áâ¨, ¥¯®áà¥¤áâ¢¥® á«¥¤ã¥â  «¨ç¨¥ ¢ á¨áâ¥¬¥,

à §à¥è¨¬®© p-ª®¬¨â¥â®¬, ¬ ªá¨¬ «ì®© á®¢¬¥áâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë ¬®é®áâ¨,

¡®«ìè¥© pm;   ¢ á¨áâ¥¬¥, à §à¥è¨¬®© ª®¬¨â¥â®¬ ¨§ 2k� 1 ç«¥ , | ¬ ªá¨-

¬ «ì®© á®¢¬¥áâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë ¬®é®áâ¨, ¥ ¬¥ìè¥© k
2k�1m:

�áî¤ã ¨¦¥ ç¥à¥§ X ®¡®§ ç ¥âáï ¢¥é¥áâ¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®,

l1; : : : ; lm 2 X�� «¨¥©ë¥ äãªæ¨® «ë  ¤ X ¨ b1; : : : ; bm 2 R: � áá¬®âà¨¬

¢®¯à®á áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë ¥à ¢¥áâ¢

lj(x) > bj (j 2 Nm): (13)

� á¨«ã ª®¥ç®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (13) § ¤ ç  ¨áá«¥¤®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â®© à §à¥è¨-

¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (13) íª¢¨¢ «¥â    «®£¨ç®© § ¤ ç¥ ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¥© á¨-

áâ¥¬ë ¥à ¢¥áâ¢  ¤ Rn; £¤¥ n| à £ á¨áâ¥¬ë äãªæ¨® «®¢ l1; : : : ; lm [60].

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯ãáâì � = fx 2 X jlj(x) = 0 (j 2 Nm)g: �®£¤  X = Xn��;

£¤¥ Xn | ¢¥é¥áâ¢¥®¥ n-¬¥à®¥ «¨¥©®¥ ¯à®áâà áâ¢®. �ãáâì e1; : : : ; en
| ¡ §¨á Xn; aji = lj(e

i) ¨ x = x1e
1 + : : : + xne

n + z; £¤¥ z 2 �: �®-

£¤  lj(x) =
Pn

i=1 xilj(e
i) =

Pn
i=1 ajixi: �¡®§ ç¨¬ x = [x1; : : : ; xn]

T 2 Rn;

aj = [aj1; : : : ; ajn] 2 R
n ¨ (aj ; x) =

Pm
i=1 ajixi: � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã

(aj ; x) > bj (j 2 Nm) (14)

 ¤ Rn: �à¨¢¥¤¥ë¥ ¢ëè¥ à ááã¦¤¥¨ï áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¢ ¢¨¤¥ «¥¬¬ë.
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�¥¬¬  2.1 [14]. �«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®««¥ªâ¨¢®£® à¥è¥¨ï (®¡®¡é¥®£®

à¥è¥¨ï, (z; p)-à¥è¥¨ï,: : :) á¨áâ¥¬ë (13) ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç® áãé¥-

áâ¢®¢ ¨ï   «®£¨ç®£® à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë (14):

�¥¬¬  ¯®§¢®«ï¥â  ¬ ¢ ¤ «ì¥©è¥¬ ¢áî¤ã à áá¬ âà¨¢ âì § ¤ çã ¯®¨áª 

ª®¬¨â¥âëå ª®áâàãªæ¨© á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ ¢ Rn:

�ä®à¬ã«¨àã¥¬ ªà¨â¥à¨© áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (14).

�¥®à¥¬  2.5 [47]. �¨áâ¥¬  (14) à §à¥è¨¬  ª®¬¨â¥â®¬ ¡®«ìè¨áâ¢  â®-

£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ª ¦¤ ï ¥¥ ¯®¤á¨áâ¥¬  ¨§ ¤¢ãå ¥à ¢¥áâ¢ á®-

¢¬¥áâ .

� á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ìëå á¨áâ¥¬ ¢ª«îç¥¨©, ¯ãáâì ¤ ¦¥ ¢ë¯ãª«ëå ¨ ¯®-

«¨í¤à «ìëå, ãá«®¢¨¥ á®¢¬¥áâ®áâ¨ ¢áïª®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë ¨§ ¤¢ãå ¢ª«îç¥¨©

¥ ï¢«ï¥âáï ¤®áâ â®çë¬ ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â . � áá¬®âà¨¬,  ¯à¨-

¬¥à, á¨áâ¥¬ã (4)  ¤ R3 ¯à¨ m = 4 ¨ ¬®¦¥áâ¢ å

D1 = fxj x1 � 1; x2 � 0; x3 � 1; x1 + x3 � 1g;

D2 = fxj x1 � 1; x2 � 1; x3 � 0; x1 + x2 � 1g;

D3 = fxj x1 � 0; x2 � 0; x3 � 0; x1 + x2 + x3 � 2g;

D4 = fxj x1 � 0; x2 � 1; x3 � 1; x2 + x3 � 1g;

¥ à §à¥è¨¬ãî ª®¬¨â¥â®¬ ¡®«ìè¨áâ¢ , ¢ ª®â®à®© â¥¬ ¥ ¬¥¥¥ Di\Dj 6= ;

¤«ï «î¡ëå i; j 2 N4:

�®ª §  ï â¥®à¥¬  ãáâ  ¢«¨¢ ¥â ¢¥àåîî ®æ¥ªã 2m � 1 ¤«ï ç¨-

á«  ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  ¯à®¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë (14), ¯®áª®«ìªã

s � m ¨ ¨§ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â  ¨§ 2s ç«¥®¢ á«¥¤ã¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®-

¬¨â¥â  ¨§ 2s� 1 ç«¥®¢. �¤ ª®, ª ª ¡ã¤¥â ¯®ª § ® ¨¦¥, ¯à¨ ¤®¡ ¢®çëå

ãá«®¢¨ïå ¥¥ ¬®¦® áãé¥áâ¢¥® ¯®¨§¨âì.

� áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã

(aj ; x) > 0 (j 2 Nm); (15)

¯®«ãç¥ãî ¨§ (14) § ¬¥®© ¯à ¢ëå ç áâ¥© ã«ï¬¨. � ª ¯à ¢¨«®, § ¤ ç 

 å®¦¤¥¨ï ª®¬¨â¥âëå ª®áâàãªæ¨© á¨áâ¥¬ë (15) ¯à®é¥, ç¥¬ ¤«ï á¨áâ¥-

¬ë (14). �«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¯®§¢®«ï¥â íâ¨¬ ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï.

�¥¬¬  2.2 [40]. �ãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®««¥ªâ¨¢®£® à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë (15) ¢«¥-

ç¥â áãé¥áâ¢®¢ ¨¥ ª®««¥ªâ¨¢®£® à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë (14) ¯à¨ ¯à®¨§¢®«ì-

ëå b1; : : : ; bm:

� ¤ «ì¥©è¥¬ ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® á¨áâ¥¬  (14) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î

aj + �ai 6= 0 (� � 0; j; i 2 Nm): (16)
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� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨¢¥¤¥®¬ã ãá«®¢¨î ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¯®çâ¨ ¢á¥ á¨áâ¥¬ë (14)

¢ â®¬ á¬ëá«¥, çâ® ¢¥ªâ®àë a1; : : : ; am ¯à®¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë (14) á «î¡®©

áâ¥¯¥ìî â®ç®áâ¨ ¬®¦® ¯à¨¡«¨§¨âì ¢¥ªâ®à ¬¨ a01; : : : ; a
0
m â ª¨¬¨, çâ® á¨-

áâ¥¬ 

(a0j ; x) > bj (j 2 Nm)

ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (16). �«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ãáâ  ¢«¨¢ ¥â ¥®¡å®-

¤¨¬®¥ ¨ ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥ áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â  ¡®«ìè¨áâ¢  á¨áâ¥-

¬ë (15) ¨ ãª §ë¢ ¥â ¢¥àåîî ®æ¥ªã ç¨á«  ç«¥®¢ ¥¥ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨-

â¥â  [  á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¨ ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (14)].

�¥®à¥¬  2.6 [26]. �¨áâ¥¬  (15) à §à¥è¨¬  ª®¬¨â¥â®¬ ¡®«ìè¨áâ¢  â®-

£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®  ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (16); ¯à¨ íâ®¬ ç¨á«®

ç«¥®¢ ¥¥ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â m:

�«¥¤áâ¢¨¥ 2.1. �¨á«® ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (14); ã¤®-

¢«¥â¢®àïîé¥© ãá«®¢¨î (16); ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â m:

� â¥®à¥¬¥ 2.6 ãª §ë¢ ¥âáï  ¡á®«îâ ï ®æ¥ª  ç¨á«  ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£®

ª®¬¨â¥â  ¤«ï ®ç¥ì è¨à®ª®£® ª« áá  á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ (¨ ¯à¥¤-

«®¦¥ ¯à®áâ®© ¬¥â®¤ ¯®áâà®¥¨ï ª®¬¨â¥â  |  «£®à¨â¬ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï  

¯«®áª®áâì). � ãª § ®¬ ª« áá¥ ®æ¥ª  â®ç , ¥âàã¤® ¯à¨¢¥áâ¨ ¯à¨¬¥àë

á¨áâ¥¬ ¥à ¢¥áâ¢   ¯«®áª®áâ¨, ç¨á«® ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ìëå ª®¬¨â¥â®¢ ª®-

â®àëå à ¢® ç¨á«ã ¨å ¥à ¢¥áâ¢. � ¤àã£®© áâ®à®ë, ¯®«ãç¥ ï ®æ¥ª , ¢

á¨«ã á¢®¥©  ¡á®«îâ®áâ¨, ¨ª ª ¥ § ¢¨á¨â ®â ¨áå®¤ëå ¯ à ¬¥âà®¢ á¨áâ¥-

¬ë (14) | ¢¥ªâ®à®¢ a1; : : : ; am ¨ b: �®íâ®¬ã ¬®¦® ¯®«ãç âì ¡®«¥¥ â®çë¥

®æ¥ª¨,  ª« ¤ë¢ ï   ¢¨¤ á¨áâ¥¬ë (14) ¢á¥ ¡®«¥¥ ¦¥áâª¨¥ ®£à ¨ç¥¨ï.

� áá¬®âà¨¬,  ¯à¨¬¥à, á«¥¤ãîé¥¥ ®¡®¡é¥¨¥ â®«ìª® çâ® ¤®ª § ®© â¥®à¥-

¬ë.

� ª ®¡ëç®, ®¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ bxc ¨ dxe á®®â¢¥âáâ¢¥® æ¥«ë¥ ç áâ¨ \á¨-

§ã" ¨ \á¢¥àåã" ¢¥é¥áâ¢¥®£® ç¨á«  x:

�¥®à¥¬  2.7 [66]. �¨á«® ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (14)

à £  r; ª ¦¤ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  ¨§ k + 1 (0 < k < r) ¥à ¢¥áâ¢  ª®â®à®©

á®¢¬¥áâ , ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â

2

�
b(m� 1)=2c

k

�
+ 1:

�¨¦¥ ¬ë à áá¬®âà¨¬ ¤àã£®© ¯®¤å®¤ ª ãâ®ç¥¨î ¢¥àå¥© ®æ¥ª¨ ç¨á« 

ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â .

�à¨¢¥¤¥¬ ¥é¥ ¥áª®«ìª® ¨â¥à¥áëå á«¥¤áâ¢¨© ¨§ â¥®à¥¬ë 2.6. �ãáâì

B | ¡  å®¢® ¯à®áâà áâ¢® ¨ f1; : : : ; fm | ¢¥é¥áâ¢¥ë¥ äãªæ¨® «ë  ¤

¨¬. � áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã ¥à ¢¥áâ¢

fj(x) > 0 (j 2 Nm): (17)
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�¥®à¥¬  2.8 [37]. �ãáâì f1; : : : ; fm ¤¨ää¥à¥æ¨àã¥¬ë ¯® �à¥è¥ ¢ â.x0 = 0;

fj(0) = 0 ¤«ï ª ¦¤®£® j 2 Nm ¨ f 0j(0)x+ �f 0i(0)x 6� 0 ¤«ï ª ¦¤®£® � � 0 ¨

i 6= j: �®£¤  á¨áâ¥¬  (17) à §à¥è¨¬  ª®¬¨â¥â®¬ ¨§ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ m ç«¥®¢.

�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¤®áâ â®ç® «¨¥ à¨§®¢ âì fj ¢ ã«¥ ¨ à áá¬®âà¥âì á¨-

áâ¥¬ã «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ f 0j(0)x > 0 (j 2 Nm):

�àã£¨¬ ¢ ¦ë¬ á«¥¤áâ¢¨¥¬ â¥®à¥¬ë 2.6 ï¢«ï¥âáï â¥®à¥¬  ® áãé¥áâ¢®-

¢ ¨¨ à §¤¥«ïîé¥£® ª®¬¨â¥â  ¤«ï ª®¥çëå ¬®¦¥áâ¢ A;B � Rn:

�¥®à¥¬  2.9 [33]. �¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨ï:

1) ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï «¨¥©®£® à §¤¥«ïîé¥£® ª®¬¨â¥â  ¤«ï ¬®¦¥áâ¢

A;B � Rn ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë ¬®¦¥áâ¢® A [ �B ¥

á®¤¥à¦ «® ã«¥¢ëå ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®  ¯à ¢«¥ëå ¢¥ªâ®à®¢. �¨-

¨¬ «ìë© «¨¥©ë© à §¤¥«ïîé¨© ª®¬¨â¥â ¤«ï íâ¨å ¬®¦¥áâ¢ á®-

¤¥à¦¨â ¥ ¡®«¥¥ jA [Bj ç«¥®¢;

2) ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï  ää¨®£® à §¤¥«ïîé¥£® ª®¬¨â¥â  ¤«ï ¬®¦¥áâ¢

A;B � Rn ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®¡ë A\B = ;: �¨¨¬ «ìë©

 ää¨ë© à §¤¥«ïîé¨© ª®¬¨â¥â ¤«ï íâ¨å ¬®¦¥áâ¢ â ª¦¥ á®¤¥à-

¦¨â ¥ ¡®«¥¥ jA [Bj ç«¥®¢.

� «®£¨ç ï â¥®à¥¬  ¬®¦¥â ¡ëâì áä®à¬ã«¨à®¢   ¨ ¤«ï ª®¬¨â¥â  áâ à-

è¨áâ¢ .

�¥®à¥¬  2.10 [71]. �«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï à §¤¥«ïîé¥£®  ää¨®£® ª®¬¨â¥-

â  áâ àè¨áâ¢  ¤«ï ¬®¦¥áâ¢ A;B � Rn ¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç®, çâ®-

¡ë A\B = ;: �¨¨¬ «ìë© à §¤¥«ïîé¨© ª®¬¨â¥â áâ àè¨áâ¢  ¤«ï ãª -

§ ëå ¬®¦¥áâ¢ á®¤¥à¦¨â ¥ ¡®«¥¥ jA[ Bj ç«¥®¢.

�¥®à¥¬ë 2.9 ¨ 2.10 ¬®¦® ®¡®¡é¨âì   á«ãç © ª®¥ç®£® ç¨á«  ª« áá®¢

A1; : : : ; Am:

3. �¨¯¥à£à ä ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬

� ¤ ç  ¨§ãç¥¨ï ª®¬¨â¥â®© à §à¥è¨¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë

x 2 Dj (j 2 Nm); (18)

¢ ª®â®à®© Dj | ¥ª®â®àë¥ ¬®¦¥áâ¢  ¢ Rn; â¥á® á¢ï§   á § ¤ ç¥© ¨§-

ãç¥¨ï áâàãªâãàë ¬®¦¥áâ¢  ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬. �®-

á«¥¤îî § ¤ çã ã¤®¡® ä®à¬ã«¨à®¢ âì ¢ â¥à¬¨ å â¥®à¨¨ £à ä®¢.

�¯à¥¤¥«¨¬ ¯®ïâ¨¥ £¨¯¥à£à ä  ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬

á¨áâ¥¬ë (18) ¨ à áá¬®âà¨¬ ¥ª®â®àë¥ ¥£® á¢®©áâ¢ , á¢ï§ ë¥ á ª®¬¨â¥â-

®© à §à¥è¨¬®áâìî ¨áá«¥¤ã¥¬®© á¨áâ¥¬ë ¢ª«îç¥¨©.
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3.1. �¨¯¥à£à ä®¬ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨-

áâ¥¬ë (18)  §®¢¥¬ £¨¯¥à£à ä G = (V;E); £¤¥ V = fJ1; : : : ; Jpg | ¬®-

¦¥áâ¢® ¨¤¥ªá®¢ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (18); ¨

fJi1 ; : : : ; Jisg 2 E â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 
Ss
k=1 Jik = Nm:

�ª ¦¥¬ ãá«®¢¨ï, ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¨ ¤®áâ â®çë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ¯à®¨§¢®«ì-

ë© ª®¥çë© £¨¯¥à£à ä � ï¢«ï«áï £¨¯¥à£à ä®¬ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâ-

ëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¥ª®â®à®© á¨áâ¥¬ë (18) á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ . � ª

®¡ëç® [11], ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® £¨¯¥à£à äë � ¨ G ¨§®¬®àäë, ¥á«¨ áãé¥-

áâ¢ã¥â ¡¨¥ªæ¨ï ' : V � ! V; ®¡« ¤ îé ï á¢®©áâ¢®¬ u = fv1; : : : ; vsg 2 E�

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  f'(v1); : : : ; '(vs)g 2 E: � ¤ «ì¥©è¥¬ ¡ã¤¥¬

®¡®§ ç âì f'(v1); : : : ; '(vs)g ç¥à¥§ '(u):

�¥®à¥¬  3.1 [58]. �ãáâì � = (V �; E�); £¤¥ V � = fv1; : : : ; vpg | ª®¥çë©

£¨¯¥à£à ä ¡¥§ ªà âëå à¥¡¥à. �¨¯¥à£à ä � ¨§®¬®àä¥ £¨¯¥à£à äã G ¬ ªá¨-

¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (18) ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å ç¨á¥« m; n

¨ ¬®¦¥áâ¢ D1; : : : ; Dm � Rn â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  E� ã¤®¢«¥â¢®-

àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

¥á«¨ p > 1; â® E� ¥ á®¤¥à¦¨â ¯¥â¥«ì, (19)

(u 2 E�; u � w)) w 2 E�: (20)

� «¥¥ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì £¨¯¥à£à äë á â®ç®áâìî ¤® ¨§®¬®àä¨§¬ ,

®â®¦¤¥áâ¢«ïï ¨§®¬®àäë¥ � ¨ G: �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, £¨¯¥à£à ä ¡¥§ ªà â-

ëå à¥¡¥à, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬ (19) ¨ (20), ¡ã¤¥¬  §ë¢ âì £¨¯¥à-

£à ä®¬ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬. � ª á«¥¤ã¥â ¨§ ¤®ª § ®©

â¥®à¥¬ë, ª« áá £¨¯¥à£à ä®¢ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¤«ï á¨-

áâ¥¬ ¢¨¤  (18) ¤®áâ â®ç® è¨à®ª. �ë¤¥«¨¬ ¢ ¥¬ ¯®¤ª« áá £¨¯¥à£à ä®¢

¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ (18), à §à¥è¨¬ëå ª®¬¨â¥â®¬

¨§ q ç«¥®¢, ¤«ï ¥ª®â®à®£® § ¤ ®£® q 2 N: �ãáâì k 2 Nq�1:

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3.2. �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¢¥àè¨ S = (vi1 ; : : : ; viq+1) £¨¯¥à-

£à ä  �; ®¡« ¤ îéãî á¢®©áâ¢®¬: ¤«ï ª ¦¤®£® L � Nq+1 â ª®£®, çâ®

jLj = k + 1; ¢ë¯®«ï¥âáï fvij : j 2 Lg 2 E�;  §®¢¥¬ (q; k)-á¨¬¯«¥ªá®¬ ¢

£¨¯¥à£à ä¥ � = (V �; E�):

�¡®§ ç¥¨¥ (q; k)-á¨¬¯«¥ªá ¢ë¡à ® ¨§ £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨å á®®¡à ¦¥¨©. �¨¤-

®,  ¯à¨¬¥à, çâ® ¢¥àè¨ë-í«¥¬¥âë (2,1)-á¨¬¯«¥ªá  ®¡à §ãîâ ¢ £¨¯¥à£à -

ä¥ � âà¥ã£®«ì¨ª (3-æ¨ª«). �«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ ãâ¢¥à¦¤¥¨¥ á¢ï§ë¢ ¥â à §-

à¥è¨¬®áâì á¨áâ¥¬ë (18) ª®¬¨â¥â®¬ á áãé¥áâ¢®¢ ¨¥¬ ¢ ¥¥ £¨¯¥à£à ä¥ ¬ ª-

á¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ (q; k)-á¨¬¯«¥ªá  ¤«ï ¯®¤å®¤ïé¨å q; k 2 N:

�¥®à¥¬  3.2 [57]. �¨áâ¥¬  (18) à §à¥è¨¬  ª®¬¨â¥â®¬ ¨§ q ç«¥®¢ â®£¤ 

¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ £¨¯¥à£à ä¥ G ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨-

áâ¥¬  ©¤¥âáï (q � 1; b(q � 1)=2c)-á¨¬¯«¥ªá.
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� â¥®à¥¬¥ ãâ¢¥à¦¤ ¥âáï, çâ® § ¤ ç¨ ¯®¨áª  ª®¬¨â¥â  á § ¤ ë¬ ç¨á«®¬

ç«¥®¢ ¨ ¯®¤£¨¯¥à£à ä  á¯¥æ¨ «ì®£® ¢¨¤  ¢ £¨¯¥à£à ä¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®-

¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ íª¢¨¢ «¥âë. �¨¦¥ ¬ë ¯à¨¢¥¤¥¬ ª« áá¨ä¨ª æ¨î ª®-

¬¨â¥â®¢ ¯® áâà®¥¨î á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨¬ ¯®¤£¨¯¥à£à ä®¢ £¨¯¥à£à ä  G:

�¯¨è¥¬ á¢®©áâ¢  £¨¯¥à£à ä  ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨-

áâ¥¬ë «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ¥à ¢¥áâ¢, § ¤ ®©   ¯«®áª®áâ¨. �ãáâì

§ ¤   á¨áâ¥¬ 

(aj ; x) > 0 (j 2 Nm); (21)

£¤¥ aj ; x 2 R
2 ¨ áà¥¤¨ ¢¥ªâ®à®¢ aj ¥â ã«¥¢ëå ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®  ¯à ¢«¥-

ëå. �ãáâì fI1; : : : ; Ipg | ¬®¦¥áâ¢® ¨¤¥ªá®¢ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå

¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (21). � ª ã¯®¬¨ «®áì ¢ à §¤¥«¥ 1, p ¥ç¥â® ¨ à ¢® ç¨-

á«ã ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â , à §à¥è îé¥£® á¨áâ¥¬ã (21); ¯®«®¦¨¬

p = 2t + 1: �ãáâì G2 = (V2; E2) | £¨¯¥à£à ä ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå

¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (21). �¨¦¥ ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® ® ®¡« ¤ ¥â á¢®¥£® à®¤ 

íªáâà¥¬ «ìë¬ á¢®©áâ¢®¬ ®â®á¨â¥«ì® ç¨á«  ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨-

â¥â  á¨áâ¥¬ë (21): ¬®¦¥áâ¢® ¥£® à¥¡¥à ¬ ªá¨¬ «ì® ¯® ¢ª«îç¥¨î áà¥¤¨

¬®¦¥áâ¢ à¥¡¥à £¨¯¥à£à ä®¢ ¯®àï¤ª  p ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨-

áâ¥¬ ¯à®¨§¢®«ìëå á¨áâ¥¬ (18), à §à¥è¨¬ëå ¬¨¨¬ «ìë¬ ª®¬¨â¥â®¬ ¨§ p

ç«¥®¢.

� áá¬®âà¨¬ ¡ã«¥¢ã ¬ âà¨æã M = fmjig à §¬¥à  m � p; § ¤ ãî ãá«®-

¢¨¥¬ mji =

(
1; ¥á«¨ j 2 Ii;

0; ¥á«¨ j =2 Ii:
�¥à¥ã¬¥àã¥¬ ¥à ¢¥áâ¢  ¨ ¨¤¥ªáë ¬ ªá¨-

¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (21) â ª, çâ®¡ë ¬ âà¨æ  M ¯à¨-

®¡à¥«  ã¤®¡ë© ¤«ï à áá¬®âà¥¨ï ¢¨¤. �«ï íâ®£® á®¯®áâ ¢¨¬ ª ¦¤®¬ã ¥-

à ¢¥áâ¢ã ¥¤¨¨çë©  ¯à ¢«ïîé¨© ¢¥ªâ®à cj ¯àï¬®© fx j (aj ; x) = 0g;
¢ë¡à ¢ ¨§ ¤¢ãå ¢®§¬®¦ëå â®â, ¯à¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ¢  ¯à ¢«¥¨¨ ª®â®à®£® ¯®

ãª § ®© ¯àï¬®© ¯®«ã¯«®áª®áâì fx j (aj ; x) > 0g ®áâ ¥âáï á¯à ¢ . �¡®§ -
ç¨¬ ¨¤¥ªáë ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (21) á¨¬¢®« -

¬¨ I1; : : : ; Ip ¢ ¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ ¨ï ¯®«ïà®£® ã£«   ¯à ¢«ïîé¥£® ¢¥ªâ®à 

«¥¢®© £à ¨æë ª®ãá  à¥è¥¨© á®®â¢¥âáâ¢ã-

îé¥© ¯®¤á¨áâ¥¬ë. �à®ã¬¥àã¥¬ ¥à ¢¥áâ¢ 

á¨áâ¥¬ë (21)  âãà «ìë¬¨ ç¨á« ¬¨ 1; : : : ; m

¢ ¯®àï¤ª¥ ¢®§à áâ ¨ï ¯®«ïà®£® ã£«  á®¯®-

áâ ¢«¥ëå ¨¬  ¯à ¢«ïîé¨å ¢¥ªâ®à®¢ cj ;

áç¨â ï, çâ® ®¬¥à 1 ¯à¨á¢®¥  ¯à ¢«ïîé¥-

¬ã ¢¥ªâ®àã «¥¢®© £à ¨æë ª®ãá  à¥è¥¨©

¬ ªá¨¬ «ì®© á®¢¬¥áâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë á ¨-

¤¥ªá®¬ I1 (p¨á.1). �¨á.1

�à¨ ¢ë¡à ®© ã¬¥à æ¨¨ ¥à ¢¥áâ¢ ¨ ¨¤¥ªá®¢ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®-
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¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (21) ¬ âà¨æ  M ¯à¨¬¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

M =

2
666666666666666666666664

1 0 : : : : : : 0 1 : : : : : : 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

1 0 : : : : : : 0 1 : : : : : : 1

1 1 0 : : : : : : 0 1 : : : 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

1 1 0 : : : : : : 0 1 : : : 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 : : : : : : 0 1 1 : : : : : : 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 : : : : : : 0 1 1 : : : : : : 1

3
777777777777777777777775

:

�¨¤®, çâ® ª ¦¤®¥ ¥à ¢¥áâ¢® ¢å®¤¨â à®¢® ¢ t + 1 ¨¤¥ªá ¬ ªá¨¬ «ì®©

á®¢¬¥áâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë, ¯à¨ç¥¬ ¯®áª®«ìªã ¢ ¬ âà¨æ¥ M à®¢® p = 2t + 1

¯®¯ à® à §«¨çëå áâà®ª, â® ¥à ¢¥áâ¢  á¨áâ¥¬ë (21) à §¡¨¢ îâáï   p

ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â®áâ¨. � ¨¬¥®, ¥à ¢¥áâ¢  á ®¬¥à ¬¨ j1 ¨ j2 ¢å®¤ïâ

¢ ®¤¨ ¨ â¥¦¥ ¨¤¥ªáë â ª¨å ¯®¤á¨áâ¥¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ ®¨ ï¢«ï-

îâáï ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«ï¬¨ ®¤®£® ª« áá  (á®®â¢¥âáâ¢¥® ª®£¤  áâà®ª¨ ¬ âà¨æë

M á ®¬¥à ¬¨ j1 ¨ j2 á®¢¯ ¤ îâ). �à®ã¬¥àã¥¬ ª« ááë íª¢¨¢ «¥â®áâ¨

¥à ¢¥áâ¢ á¨áâ¥¬ë (21) ¢ ¥áâ¥áâ¢¥®¬ ¯®àï¤ª¥ ç¨á« ¬¨ 1; : : : ; p:

�â ª, G2 = (V2; E2) | £¨¯¥à£à ä ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬

á¨áâ¥¬ë (21)   ¯«®áª®áâ¨, V2 = fI1; : : : ; Ipg: �«ï ®¯¨á ¨ï ¬®¦¥áâ¢ E2 ¤®-

áâ â®ç® ®áâ ¢¨âì ¢ à áá¬®âà¥¨¨ ¯® ®¤®¬ã ¥à ¢¥áâ¢ã ¨§ ª ¦¤®£® ª« áá 

íª¢¨¢ «¥â®áâ¨, à áá¬ âà¨¢ ï ¢¬¥áâ® ¬ âà¨æë M ª¢ ¤à âãî ¡ã«¥¢ã ¬ -

âà¨æã M 0 à §¬¥à  p� p :

M 0 =

t+ 12
6666666666666666666664

1 0 : : : : : : 0 1 : : : : : : 1
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0
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. ..
. . .
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t + 1
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�¥£ª® ¢¨¤¥âì, çâ®,  ¯à¨¬¥à, ¢¥àè¨  I1 ¢å®¤¨â ¢ ¤¢ãåí«¥¬¥âë¥ à¥¡à 

fI1; It+1g ¨ fI1; It+2g: �«¥¤ãîé¥¥ ¯à®áâ®¥ ¯à¥¤«®¦¥¨¥ ®¯à¥¤¥«ï¥â ãá«®¢¨¥

  ®¬¥à  ¢¥àè¨, ¢å®¤ïé¨å ¢ ¥ª®â®à®¥ ¯®¤¬®¦¥áâ¢® u � V2; ¥®¡å®¤¨¬®¥

¨ ¤®áâ â®ç®¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë u 2 E2: �¨¦¥ ¢á¥£¤  ¡ã¤¥¬ ¯®« £ âì, çâ®

§ ¯¨áì u = fIi1 ; : : : ; Iisg ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥â i1 < i2 < : : : < is:

�à¥¤«®¦¥¨¥ 3.1. �®¤¬®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨ fIi1 ; : : : ; Iisg £¨¯¥à£à ä  G2 ï¢-

«ï¥âáï ¥£® à¥¡à®¬ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï ª ¦¤®£® k 2 Ns ¢ë¯®«-

ï¥âáï ik (mod s)+1 � ik (mod p) � t+ 1.

�§ ¯à¥¤«®¦¥¨ï á«¥¤ã¥â, ¢ ç áâ®áâ¨, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® p ¤®áâ â®ç® ¢¥-

«¨ª®, ¢ E2 ¥áâì à¥¡à , ¥ á®¤¥à¦ é¨¥ ¢ á¥¡¥ ¨ª ª®¥ ¤¢ãåí«¥¬¥â®¥ à¥-

¡à®. � ¯à¨¬¥à, £¨¯¥à£à ä ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë,

¨§®¡à ¦¥®©   à¨á.1, á®¤¥à¦¨â à¥¡à® fI1; I4; I7g; ¥ á®¤¥à¦ é¥¥ ¢ á¥¡¥

¤¢ãåí«¥¬¥âë¥ à¥¡à .

�¥à¥ç¨á«¨¬ â ª¦¥ ¥ª®â®àë¥ á¢®©áâ¢  £à ä  ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå

¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ¥à ¢¥áâ¢, ¬®¦¥áâ¢® ¢¥àè¨

ª®â®à®£® á®¢¯ ¤ ¥â á ¬®¦¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨ ¥¥ £¨¯¥à£à ä  ¬ ªá¨¬ «ìëå á®-

¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬,   ¬®¦¥áâ¢® à¥¡¥à ¨¤ãæ¨àã¥âáï ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ ¤¢ãå-

í«¥¬¥âëå à¥¡¥à ãª § ®£® £¨¯¥à£à ä .

�®ïâ¨¥ £à ä  ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¢¯¥à¢ë¥ ¡ë«® ¢¢¥-

¤¥® ¢ à ¡®â¥ [52] ¤«ï á¨áâ¥¬ë áâà®£¨å ®¤®à®¤ëå «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢.

�¢®©áâ¢  íâ®£® £à ä  ¯®¤à®¡® ¨§ãç¥ë ¢ à ¡®â å [5],[6], ¢ à ¡®â¥ [5] ¥ª®-

â®àë¥ ¨§ ¨å ¡ë«¨ ®¡®¡é¥ë   á«ãç © ¡®«¥¥ ®¡é¥© á¨áâ¥¬ë ¢ª«îç¥¨©.

�«¥¤áâ¢¨¥¬ íâ¨å à¥§ã«ìâ â®¢ áâ «® ¯®áâà®¥¨¥ ¡®«¥¥ ¡ëáâà®£®, ç¥¬  «£®-

à¨â¬ á¢¥àâë¢ ¨ï �ãàì¥{�¥à¨ª®¢  [59],  «£®à¨â¬   å®¦¤¥¨ï ¢á¥å ¬ ª-

á¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë áâà®£¨å ®¤®à®¤ëå «¨¥©ëå

¥à ¢¥áâ¢ [4].

�ãáâì J1; : : : ; Jp | ¨¤¥ªáë ¢á¥å ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬

á¨áâ¥¬ë (18). � «¥¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ ¯®«ì§®¢ âìáï ¥ª®â®àë¬¨ ¯®ïâ¨ï¬¨ ¨§ â¥®-

à¨¨ £à ä®¢ [11]. �ãáâì G = (V;E)| ¯à®¨§¢®«ìë© £à ä. �â¥¯¥ìî ¥£® ¢¥à-

è¨ë v  §ë¢ ¥âáï ç¨á«® à¥¡¥à, ¨æ¨¤¥âëå v; â.¥. ç¨á«® jfe 2 E : v 2 egj:

�¥à¥¤ãîé ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì

v1; fv1; v2g; v2; fv2; v3g; : : : ; fvl�1; vlg; vl; (22)

¢ ª®â®à®© vj 2 V; fvj ; vj+1g 2 E;  §ë¢ ¥âáï (v1; vl)-¬ àèàãâ®¬. � áâ® ¬ àè-

àãâ § ¤ ¥âáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâìî ¢å®¤ïé¨å ¢ ¥£® ¢¥àè¨. � àèàãâ  -

§ë¢ ¥âáï æ¥¯ìî, ¥á«¨ ¢á¥ ¥£® à¥¡à  à §«¨çë, ¨ ¯à®áâ®© æ¥¯ìî, ¥á«¨ ¢á¥

¥£® ¢¥àè¨ë, ªà®¬¥, ¬®¦¥â ¡ëâì, ªà ©¨å, à §«¨çë. � àèàãâ (22)  §ë-

¢ ¥âáï æ¨ª«¨ç¥áª¨¬, ¥á«¨ v1 = vl: �¨ª«¨ç¥áª ï æ¥¯ì  §ë¢ ¥âáï æ¨ª«®¬,
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  ¯à®áâ ï | ¯à®áâë¬ æ¨ª«®¬. �¨á«® à¥¡¥à ¬ àèàãâ   §ë¢ ¥âáï ¥£® ¤«¨-

®©. �à ä G  §ë¢ ¥âáï á¢ï§ë¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå ¢¥àè¨ vi 6= vj ¢ ¥¬

áãé¥áâ¢ã¥â (vi; vj)-¬ àèàãâ. � «¥¥ ¬ë ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì æ¥¯¨ ¨ æ¨ª«ë

¢ £¨¯¥à£à ä¥, â¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¯®¤à §ã¬¥¢ ï ¯®¤ ¨¬¨ â®«ìª® çâ® ¢¢¥¤¥ë¥

¯®ïâ¨ï.

�ãáâìX | â®¯®«®£¨ç¥áª®¥ ¯à®áâà áâ¢®, ¢ ª®â®à®¬ § ¤ ë ã¯®àï¤®ç¥-

ë¥ ¯ àë ¬®¦¥áâ¢ (A1; A
0
j); : : : ; (Am; A

0
m):�¯à¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥áâ¢ D1; : : : ; Dm

� X � f0; 1g á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:

Dj =

��
x

1

�
jx 2 Aj

�
[

��
x

0

� ���x 2 A0
j

�
:

� áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã ¢ª«îç¥¨©

y =

�
x

x0

�
2 Dj (j 2 Nm): (23)

�¨¤®, çâ® ¯à®¨§¢®«ì ï ¯®¤á¨áâ¥¬  á ¨¤¥ªá®¬ ; 6= L � Nm á¨áâ¥¬ë (23)

á®¢¬¥áâ  (â.¥. D(L) =
T
j2LDj 6= ;) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

0
@\
j2L

Aj

1
A [

0
@\
j2L

A0
j

1
A 6= ;:

�¥®à¥¬  3.3 [5]. �ãáâì ¬®¦¥áâ¢  Aj ; A
0
j ®âªàëâë ¢ X; Aj \ A0

j = ;;

Fj = X n (Aj [ A
0
j) ¨£¤¥ ¥ ¯«®â® ¢ X ¤«ï ¢á¥å j 2 Nm ¨ ¬®¦¥áâ¢®

F =
S
i6=j Fi \ Fj : �á«¨ ¬®¦¥áâ¢® X n F á¢ï§®, â® £à ä ¬ ªá¨¬ «ìëå

á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (23) á¢ï§¥.

�«¥¤áâ¢¨¥¬ ¯à¨¢¥¤¥®© â¥®à¥¬ë ï¢«ï¥âáï à¥§ã«ìâ â �.�.�®¢®ªè¥®¢  ®

á¢ï§®áâ¨ £à ä  ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë

(aj ; x) > 0 (j 2 Nm); (24)

¢ ª®â®à®© aj ; x 2 R
n; kajk = 1 ¨ aj�ai 6= 0 ¤«ï «î¡ëå i; j 2 Nm: �¥©áâ¢¨â¥«ì-

®, á®¯®áâ ¢¨¬ á¨áâ¥¬¥ (24) ¯®¤å®¤ïéãî á¨áâ¥¬ã (23) [5], ¤«ï ç¥£® ¯®«®¦¨¬

Aj = fxj(aj; x) > 0g; A0
j = fxj(aj ; x) < 0g: �«ï ¯à®¨§¢®«ì®£® ; 6= L � Nm ç¥-

à¥§ C(L) ®¡®§ ç¨¬ ª®ãá à¥è¥¨© ¯®¤á¨áâ¥¬ë á ¨¤¥ªá®¬ L á¨áâ¥¬ë (24).

�¨¤®, çâ® C(L) 6= ; â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  D(L) 6= ;; ¯®íâ®¬ã ¬®-

¦¥áâ¢  (¨ £à äë) ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ (23) ¨ (24)

á®¢¯ ¤ îâ. �®áª®«ìªã Fj | £¨¯¥à¯«®áª®áâ¨ ¢ Rn; â® Fj ¨£¤¥ ¥ ¯«®â-

ë ¢ X; ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥ ¢ â¥®à¥¬¥ ¬®¦¥áâ¢® F â ª®¢®, çâ® X n F á¢ï§®.

�«¥¤®¢ â¥«ì®, ¯® â¥®à¥¬¥ 3.3 £à ä ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬

¯®áâà®¥®© á¨áâ¥¬ë (23) á¢ï§¥, § ç¨â, á¢ï§¥ ¨   «®£¨çë© £à ä ¤«ï

á¨áâ¥¬ë (24).
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�¥®à¥¬  3.4 [5],[6]. �ãáâì k 2 Nn�1 ¨ ª ¦¤ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  ¨§ (k+1) ¥à -

¢¥áâ¢  á¨áâ¥¬ë (24) á®¢¬¥áâ . �®£¤  áâ¥¯¥ì ª ¦¤®© ¢¥àè¨ë ¥¥ £à ä 

¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¥ ¬¥ìè¥ k + 1:

�¥®à¥¬ë 3.3{3.4 ¯®§¢®«ïîâ  å®¤¨âì ¬ ªá¨¬ «ìë¥ á®¢¬¥áâë¥ ¯®¤á¨áâ¥-

¬ë á¨áâ¥¬ë (24), áâà®ï ¬ àèàãâë ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ £à ä¥. � ¯à¨¬¥à,

¨§¢¥áâ® [52], çâ® ¥á«¨ J1 � Nm | ¨¤¥ªá ¬ ªá¨¬ «ì®© á®¢¬¥áâ®© ¯®¤-

á¨áâ¥¬ë ¥á®¢¬¥áâ®© á¨áâ¥¬ë (24), â®  ©¤¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì ï á®¢¬¥áâ ï

¯®¤á¨áâ¥¬  â®© ¦¥ á¨áâ¥¬ë á ¨¤¥ªá®¬ J2 � (J n J1):

�¥®à¥¬  3.5 [5],[6]. �à ä ¨§®¬®àä¥ £à äã ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤-

á¨áâ¥¬ ¯®¤å®¤ïé¥© á¨áâ¥¬ë (24)   ¯«®áª®áâ¨ â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤ 

® ï¢«ï¥âáï æ¨ª«®¬ ¥ç¥â®© ¤«¨ë q; £¤¥ 3 � q � m:

� Rn   «®£¨çë© à¥§ã«ìâ â ä®à¬ã«¨àã¥âáï â ª:

�¥®à¥¬  3.6 [5],[6]. �áïª®¥ à¥¡à® £à ä  ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨-

áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (24) ¯à¨ ¤«¥¦¨â ¯à®áâ®¬ã æ¨ª«ã ¤«¨ë, ¥ ¡®«ìè¥© m:

�¥®à¥¬  3.7 [5],[6]. �à ä ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë

(24) á®¤¥à¦¨â ¯à®áâ®© æ¨ª« ¥ç¥â®© ¤«¨ë, ¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥© m:

�®á«¥¤ïï â¥®à¥¬  ¯®§¢®«ï¥â á ¤àã£®© áâ®à®ë ¢§£«ïãâì   ¢®¯à®á áã-

é¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â  ¤«ï á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå  à ¢¥áâ¢. �§

®¯à¥¤¥«¥¨ï ª®¬¨â¥â  á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ ¨¤¥ªáë J1; J2; : : : ; J2k�1 ®¡à §ãîâ

æ¨ª« ¢ £à ä¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¯à®¨§¢®«ì®© á¨áâ¥¬ë

¢ª«îç¥¨© (18) [¢ ç áâ®áâ¨, á¨áâ¥¬ë (24)], â® ãª §  ï á¨áâ¥¬  à §à¥è¨-

¬  ª®¬¨â¥â®¬, á®áâ ¢«¥ë¬ ¨§ à¥è¥¨© á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¯®¤á¨áâ¥¬, ¢§ï-

âëå ¤«ï ª ¦¤®© ¯® ®¤®¬ã. � ª¨¬ ®¡à §®¬,  «¨ç¨ï æ¨ª«  ¥ç¥â®© ¤«¨ë

¤®áâ â®ç® ¤«ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â . �®á«¥¤ïï â¥®à¥¬  ãâ¢¥à¦¤ ¥â,

çâ® ¥á«¨ á¨áâ¥¬  «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ¥à ¢¥áâ¢ ®¡« ¤ ¥â ª®¬¨â¥â®¬, â®

®  ®¡« ¤ ¥â ¨ ª®¬¨â¥â®¬, ª®â®à®¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¯à®áâ®© æ¨ª« ¥ç¥â®©

¤«¨ë. �¥®à¥¬  ¯àï¬® á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë 2.6, ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ ª®â®à®©

áâà®¨âáï ª®¬¨â¥â á¨áâ¥¬ë (24) ¨§ ¥ ¡®«¥¥ ç¥¬ m ç«¥®¢ | à¥è¥¨© ¬ ª-

á¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬, ¨¤¥ªáë ª®â®àëå ª ª à § ®¡à §ãîâ ¢ á®-

®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ £à ä¥ æ¨ª« ¥ç¥â®© ¤«¨ë, ¢ ª®â®à®¬ ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì

¯à®áâ®© ¯®¤æ¨ª« â ª¦¥ ¥ç¥â®© ¤«¨ë.

�¨¦¥ ¡ã¤¥â ¯®ª § ®, çâ® ¢ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ìëå á¨áâ¥¬ ¢ª«îç¥¨©  -

«¨ç¨¥ ¢ £à ä¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (18) æ¨ª« 

¥ç¥â®© ¤«¨ë ¥ ï¢«ï¥âáï ¥®¡å®¤¨¬ë¬ ¤«ï ¥¥ à §à¥è¨¬®áâ¨ ª®¬¨â¥â®¬

( ¯à¨¬¥à, á¨áâ¥¬  à áá¬®âà¥ ï ¢ § ¬¥ç ¨¨ ¯®á«¥ â¥®à¥¬ë 2.3, à §à¥-

è¨¬  ª®¬¨â¥â®¬ ¨§ ¯ïâ¨ ç«¥®¢, ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ¥¥ £à ä ¬ ªá¨¬ «ìëå
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á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬  æ¨ª«¨ç¥). �®íâ®¬ã ¢®§¨ª ¥â § ¤ ç  ª« áá¨ä¨ª -

æ¨¨ ¬¨¨¬ «ìëå ª®¬¨â¥â®¢ á ®¤¨ ª®¢ë¬ ç¨á«®¬ ç«¥®¢ ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨

á ¯®¤£à ä®¬, ¯®à®¦¤¥ë¬ ¢ £à ä¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬

¨¤¥ªá ¬¨ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬, ¨§ à¥è¥¨© ª®â®àëå ®¨

á®áâ ¢«¥ë. �¨¦¥ ¬ë à¥è¨¬ íâã § ¤ çã ¤«ï ç¨á«  ç«¥®¢ ª®¬¨â¥â  3 ¨ 5.

�à®¬¥ ¯¥à¥ç¨á«¥ëå, ¢ à ¡®â¥ [5] ¯®«ãç¥ ¥é¥ àï¤ ¨â¥à¥áëå á¢®©áâ¢ £à -

ä  ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (24): à áªà è¨¢ ¥¬®áâì,

2-á¢ï§®áâì ¨ ¤à.

4. �¨¨¬ «ìë© ª®¬¨â¥â

� íâ®¬ à §¤¥«¥ ®¯¨áë¢ îâáï á¢®©áâ¢  ª®¬¨â¥â  á ¬¨¨¬ «ìë¬ ç¨á«®¬

ç«¥®¢,  §ë¢ ¥¬®£® ¬¨¨¬ «ìë¬, ¥ ®¡ï§ â¥«ì® á®¢¬¥áâ®© á¨áâ¥¬ë

¢ª«îç¥¨©

x 2 Dj (j 2 Nm); (25)

£¤¥ Dj | ¥ª®â®àë¥ ¬®¦¥áâ¢  ¢ Rn:

�  ¬®¦¥áâ¢¥ Q ª®¬¨â¥â®¢ á¨áâ¥¬ë (25) ¬®¦® ®¯à¥¤¥«¨âì à §«¨çë¥

ªà¨â¥à¨¨ ¢ë¡®à  ®¯â¨¬ «ì®£® í«¥¬¥â , à¥ «¨§ãîé¨¥ à §«¨çë¥ ¯®¤å®¤ë

ª ®¡®¡é¥¨î ¯®ïâ¨ï ¥¥ à¥è¥¨ï:

1) ªà¨â¥à¨© ¬¨¨¬ «ì®£® à ááâ®ï¨ï ¬¥¦¤ã ç«¥ ¬¨; ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã-

¥â § ¤ ç   å®¦¤¥¨ï ª®¬¨â¥â  Q = (x1; : : : ; xq) 2 Q; ¬¨¨¬¨§¨àãî-

é¥£® ¢¥«¨ç¨ã

g(kx1� x2k; : : : ; kxq�1 � xqk);

£¤¥ g | ¥ª®â®à ï ¢ë¯ãª« ï äãªæ¨ï;

2) ªà¨â¥à¨© ¬ ªá¨¬ã¬  ¢¥à®ïâ®áâ¨ á®¡ëâ¨©: \i-© ç«¥ ª®¬¨â¥â  ã¤®-

¢«¥â¢®àï¥â j-¬ã ®£à ¨ç¥¨î" (i 2 Nq; j 2 Nm); ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â

§ ¤ ç   å®¦¤¥¨ï Q = (x1; : : : ; xq) 2 Q; ¬ ªá¨¬¨§¨àãîé¥£® äãªæ¨î

p : Q ! [0; 1] ¢¨¤ 

p(Q) = min
j2Nm

jfi : xi 2 Djgj

q
;

3) ªà¨â¥à¨© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ áà¥¤¥© ¯à¨¡ë«¨; ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â § ¤ ç  ¯®-

¨áª  Q = (x1; : : : ; xq) 2 Q; ¬ ªá¨¬¨§¨àãîé¥£® ¢¥«¨ç¨ã

1

q

qX
i=1

(c; xi)

¤«ï ¥ª®â®à®£® c 2 Rn; ¨ ¤à.

94



�«.�.� §ãà®¢, �.�.� ç ©. �®¬¨â¥âë¥ ª®áâàãªæ¨¨

�à¨â¥à¨© ¬¨¨¬ «ì®áâ¨ ç¨á«  ç«¥®¢ ï¢«ï¥âáï ®¤¨¬ ¨§  ¨¡®«¥¥ ç -

áâ® ã¯®âà¥¡¨¬ëå ªà¨â¥à¨¥¢ ®¯â¨¬ «ì®áâ¨   ¬®¦¥áâ¢¥ ª®¬¨â¥â®¢ á¨áâ¥-

¬ë (25). �¥¬ ¥ ¬¥¥¥ § ¤ ç  ¯®¨áª  ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â , ¢¢¨¤ã á¢®¥£®

ª®¬¡¨ â®à®£® å à ªâ¥à , ï¢«ï¥âáï ®¤®© ¨§  ¨¡®«¥¥ âàã¤ëå ¢ â¥®à¨¨

ª®¬¨â¥â®¢.

� ¤¨áªà¥â®© ®¯â¨¬¨§ æ¨¨ (á¬.,  ¯à¨¬¥à, [10]) ¥áâì ¯®ïâ¨¥ NP -¯®«®©

¨ NP -âàã¤®© § ¤ ç. �à¨¬¥à ¬¨ â ª¨å § ¤ ç ï¢«ïîâáï ¨§¢¥áâë¥ § ¤ ç¨

ª®¬¬¨¢®ï¦¥à , æ¥«®ç¨á«¥®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï, ® àîª§ ª¥. �á¥ íâ¨ § -

¤ ç¨ å à ªâ¥à¨§ãîâáï â¥¬, çâ®, ¢®-¯¥à¢ëå, ¤«ï ¨å à¥è¥¨ï ¥ ¨§¢¥áâ®

 «£®à¨â¬ , ¢ëç¨á«¨â¥«ì ï á«®¦®áâì ª®â®à®£® ®æ¥¨¢ « áì ¡ë á¢¥àåã ¯®-

«¨®¬®¬ ®â ¤«¨ë § ¯¨á¨ ¨å ãá«®¢¨©,   ¢®-¢â®àëå, ¨§¢¥áâ®, çâ® ¥á«¨ ¡ë

 è¥«áï â ª®©  «£®à¨â¬ å®âï ¡ë ¤«ï ®¤®© ¨§ ¨å, â® ¢á¥ § ¤ ç¨ ¨§ ª« á-

á  NP â ª¦¥ ¡ë«¨ ¡ë à §à¥è¨¬ë  «£®à¨â¬ ¬¨ á ¯®«¨®¬¨ «ì®© ®æ¥ª®©

á«®¦®áâ¨. NP -¯®« ï § ¤ ç , ªà®¬¥ â®£®, å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ¯à¨ ¤«¥¦®-

áâìî ª ª« ááã NP | ª« ááã § ¤ ç á ¯®«¨®¬¨ «ì®© ¯à®¢¥àª®© ¯®«ãç¥-

®£® à¥è¥¨ï. �á®, çâ® P; ª« áá ¢á¥å § ¤ ç, à §à¥è¨¬ëå ¯®«¨®¬¨ «ìë-

¬¨  «£®à¨â¬ ¬¨, ï¢«ï¥âáï ¯®¤¬®¦¥áâ¢®¬ NP: �ãé¥áâ¢ã¥â £¨¯®â¥§ , çâ®

P 6= NP; ¢ à ¬ª å ª®â®à®© NP -¯®«ë¥ § ¤ ç¨ ï¢«ïîâáï ª ª ¡ë á ¬ë¬¨

âàã¤®à¥è ¥¬ë¬¨ ¢ ª« áá¥ NP:

�¥®à¥¬  4.1 [66]. �ãáâì D1; D2; : : : ; Dm | ª®¥çë¥ ¬®¦¥áâ¢ . � ¤ ç 

¯®¨áª  ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (25) NP -âàã¤ .

� ¬¥â¨¬, çâ® § ¤ ç  ¯®¨áª  ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  ¯à®¨§¢®«ì®© á¨-

áâ¥¬ë ¢¨¤  (25) ¯à¨ ¨§¢¥áâëå ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ å ¯®-

«¨®¬¨ «ì® íª¢¨¢ «¥â  â®«ìª® çâ® à áá¬®âà¥®© § ¤ ç¥ á ª®¥çë¬¨

¬®¦¥áâ¢ ¬¨ Dj ; ¯®íâ®¬ã ®  â ª¦¥ NP -âàã¤ .

�à®¢¥¤¥ë¥ à ááã¦¤¥¨ï á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ãîâ ® âàã¤®à¥è ¥¬®áâ¨ § ¤ -

ç¨ ® ¬¨¨¬ «ì®¬ ª®¬¨â¥â¥, á«¥¤®¢ â¥«ì®,  ªâã «ì®© áâ ®¢¨âáï § ¤ ç 

¯®áâà®¥¨ï à §«¨çëå  ¯à¨®àëå ®æ¥®ª ç¨á«  ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®-

¬¨â¥â  ¤«ï â¥å ¨«¨ ¨ëå ª« áá®¢ á¨áâ¥¬ ¢ª«îç¥¨© ¨«¨ ¥à ¢¥áâ¢. �à¨

 å®¦¤¥¨¨ ®æ¥ª¨ ¤«ï § ¤ ®© á¨áâ¥¬ë ¢ª«îç¥¨© (¥à ¢¥áâ¢) ã¤®¡-

® áà ¢¨¢ âì £¨¯¥à£à ä ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á   «®-

£¨çë¬ £¨¯¥à£à ä®¬ ¤àã£®© á¨áâ¥¬ë, ¤«ï ª®â®à®© â ª ï ®æ¥ª  ¨§¢¥áâ .

�ãáâì ¬¨¨¬ «ìë© ª®¬¨â¥â á¨áâ¥¬ë  ¤ R2

(aj ; x) > 0 (j 2 Nm) (26)

á®áâ®¨â ¨§ p = 2t + 1 ç«¥®¢. �¡®§ ç¨¬ £¨¯¥à£à ä ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®-

¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ç¥à¥§ G2 = (V2; E2): � ª á«¥¤ã¥â ¨§ ãâ¢¥à¦¤¥¨© ¯à¥-

¤ë¤ãé¥£® à §¤¥« , ¥£® ¯®àï¤®ª à ¢¥ â ª¦¥ p; ¯ãáâì V2 = fI1; : : : ; Ipg:
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�¥®à¥¬  4.2 [58]. �ãáâì  | £®¬®¬®àä¨§¬ £¨¯¥à£à ä  G2 ¬ ªá¨¬ «ìëå

á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ®¤®à®¤ëå ¥à ¢¥áâ¢ (26)  

¯«®áª®áâ¨ ¢ £¨¯¥à£à ä G = (V;E) ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬

á¨áâ¥¬ë ¢ª«îç¥¨© (25) ¨ áãé¥áâ¢ã¥â fIk1 ; : : : ; Iksg � V2 â ª®¥, çâ®

fIk1 ; : : : ; Iksg =2 E2;   f (Ik1); : : : ;  (Iks)g 2 E: �®£¤  ç¨á«® ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì-

®£® ª®¬¨â¥â , à §à¥è îé¥£® á¨áâ¥¬ã (25); ¬¥ìè¥ p:

� ¬¥ç ¨¥ 4.1. �®ª § â¥«ìáâ¢® â¥®à¥¬ë á®¤¥à¦¨â  «£®à¨â¬ ®æ¥ª¨ ç¨-

á«  ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (25): �á«¨ G2 £®¬®¬®àä®

¢ª« ¤ë¢ ¥âáï ¢ G; â® ¬¨¨¬ «ìë© ª®¬¨â¥â á¨áâ¥¬ë (25) á®¤¥à¦¨â ¥

¡®«¥¥ p ç«¥®¢. �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ £®¬®¬®àäë© ®¡à § G2 \¡®«¥¥ á¢ï§¥", ç¥¬

G2; â® ¥áâì  ©¤¥âáï â ª®¥ fIi1 ; : : : ; Iisg � V2; çâ® fIi1 ; : : : ; Iisg =2 E2;

f (Ii1); : : : ;  (Iis)g 2 E ¨ ik (mods)+1 � ik (mod p) > t + 1; â® ç¨á«® ç«¥®¢

¢ ¬¨¨¬ «ì®¬ ª®¬¨â¥â¥ á¨áâ¥¬ë (25) ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â

2(ik � ik (mods)+1) (mod p) + 1 < p:

�®á¯®«ì§ã¥¬áï íâ¨¬¨ á®®¡à ¦¥¨ï¬¨ ¤«ï ãâ®ç¥¨ï ®æ¥ª¨ ç¨á«  ç«¥®¢

¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë ¥®¤®à®¤ëå «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢.

� áá¬®âà¨¬ ¥á®¢¬¥áâãî á¨áâ¥¬ã ¥à ¢¥áâ¢

(aj ; x) > bj (j 2 Nm); (27)

¢ ª®â®à®© x 2 Rn ¨ ª ¦¤ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  ¨§ ¤¢ãå ¥à ¢¥áâ¢ á®¢¬¥áâ . �® â¥-

®à¥¬¥ 2.5 á¨áâ¥¬  (27) à §à¥è¨¬  ¥ª®â®àë¬ ª®¬¨â¥â®¬ ¡®«ìè¨áâ¢ . �à¥-

¡ã¥âáï ®æ¥¨âì á¢¥àåã ç¨á«® ç«¥®¢ ¥¥ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â . �¥®à¥¬  2.5

¯à¥¤®áâ ¢«ï¥â â ªãî ®æ¥ªã ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥: ç¨á«® ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£®

ª®¬¨â¥â  ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 2m � 1 ç«¥®¢. �¤ ª® ¢ ¡®«ìè¨áâ¢¥ ¯à ªâ¨ç¥-

áª¨å § ¤ ç ã¤ ¥âáï ¯®áâà®¨âì ª®¬¨â¥â á £®à §¤® ¬¥ìè¨¬ ç¨á«®¬ ç«¥®¢.

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¯®áª®«ìªã ¤ ë¥ ¢ ª®ªà¥â®© á¨áâ¥¬¥ (27), ª ª ¯à ¢¨«®,

§ ¤ îâáï ¯à¨¡«¨¦¥®, ¬®¦® áç¨â âì, çâ® áà¥¤¨ ¢¥ªâ®à®¢ aj ®âáãâáâ¢ãîâ

ã«¥¢ë¥ ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®  ¯à ¢«¥ë¥, á«¥¤®¢ â¥«ì®, § ¤ çã ¯®¨áª  ª®-

¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (27) ¬®¦® á¢¥áâ¨ ª   «®£¨ç®© ¤«ï á¨áâ¥¬ë

(aj ; x) > 0 (j 2 Nm): (28)

� «¥¥ ¯®¤ ª« áá®¬ ¢á¥å á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ ¡ã¤¥¬ ¯®¨¬ âì ª« áá

á¨áâ¥¬ ¢¨¤  (27), ¤«ï ª®â®àëå á¨áâ¥¬  (28) à §à¥è¨¬  ª®¬¨â¥â®¬. �® â¥®-

à¥¬¥ 2.6 ç¨á«® ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (28) ¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â

m; ¯à¨ç¥¬ ¤  ï ®æ¥ª  ï¢«ï¥âáï â®ç®© ¢ ª« áá¥ ¯à®¨§¢®«ìëå á¨áâ¥¬

«¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢. �¤ ª® ãª §  ï ®æ¥ª  ¥ ãç¨âë¢ ¥â ¨ª ªãî ¨-

ä®à¬ æ¨î ® á¨áâ¥¬¥, ªà®¬¥ ç¨á«  ¥à ¢¥áâ¢. �¥®à¥¬  4.2 ¯®§¢®«ï¥â ãª -

§ âì ¡®«¥¥ â®çãî, ç¥¬ m, ®æ¥ªã ç¨á«  ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â 

á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢, § ¢¨áïéãî ®â ¢¥ªâ®à®¢ a1; : : : ; am ¨ b:
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� áá¬®âà¨¬ «¨¥©ë© ®¯¥à â®à � : Rn ! R2; ®¡« ¤ îé¨© á«¥¤ãîé¨¬

á¢®©áâ¢®¬: áà¥¤¨ ¢¥ªâ®à®¢ �(a1); : : : ;�(am) ¥â ã«¥¢ëå ¨ ¯à®â¨¢®¯®«®¦®

 ¯à ¢«¥ëå ¢¥ªâ®à®¢. � íâ®¬ á«ãç ¥ á¨áâ¥¬ 

(�(aj); y) > 0 (j 2 Nm) (29)

ª®¬¨â¥â® à §à¥è¨¬ , á«¥¤®¢ â¥«ì®, íâ¨¬ ¦¥ á¢®©áâ¢®¬ ®¡« ¤ ¥â á¨áâ¥¬ 

(�(aj); y) > bj (j 2 Nm): (30)

�á«¨ Q0 = (y1; : : : ; yq) | ª®¬¨â¥â á¨áâ¥¬ë (30), â® Q = (��(y1); : : : ;��(yq))

| ª®¬¨â¥â á¨áâ¥¬ë (27).

�ãáâì fI1; : : : ; Ipg ¨ fJ1; : : : ; Jrg á®®â¢¥âáâ¢¥® ¬®¦¥áâ¢ ,   G(29) ¨ G(30)

| £¨¯¥à£à äë ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ (29) ¨ (30) á®-

®â¢¥âáâ¢¥®. �® ®¯à¥¤¥«¥¨î £¨¯¥à£à ä  ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤-

á¨áâ¥¬ V G(29) = fI1; : : : ; Ipg: �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§

W = 2VG(29) n (EG(29)[ f;; fI1g; : : : ; fIpgg):

�«ï ª ¦¤®£® í«¥¬¥â  w = fIi1 ; : : : ; Iisg 2 W; ¢ á¨«ã ¯à¥¤«®¦¥¨ï 3.1,  ©-

¤¥âáï k 2 Ns â ª®¥, çâ® ik (mods)+1�ik (mod p) > t+1; £¤¥ p = 2t+1: �¯à¥¤¥«¨¬

äãªæ¨î � :W ! Z ª ª �(w) = ik � ik (mods)+1 (mod p), ¬®¦¥áâ¢®

W 0 =

(
w = fIi1 ; : : : ; Iisg 2 W j 8k 2 Ns 9Jjk : Jjk � Iik ;

s[
k=1

Jjk = Nm

)

¨ ç¨á«®

�(27) =

(
minf�(w)jw 2 W 0g; ¥á«¨ W 0 6= ;;

t; ¥á«¨ W 0 = ;:

�¥®à¥¬  4.3 [58]. �¨á«® ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (27) ¥

¯à¥¢®áå®¤¨â 2�(27)+ 1:

� â¥®à¥¬¥ ¯®«ãç¥  ¡®«¥¥ â®ç ï, ç¥¬ à ¥¥, ®æ¥ª  ç¨á«  ç«¥®¢ ¬¨-

¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  ¢ ª« áá¥ á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢, § ¢¨áïé ï ®â

¢¥ªâ®à®¢ a1; : : : ; am; b ¨ ®¯¥à â®à  �: � ¨¬¥®, ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë

¤«ï á¨áâ¥¬ë (30)  å®¤¨âáï ¬¨¨¬ «ìë© áà¥¤¨ ª®¬¨â¥â®¢, ¯®áâà®¥ëå ¨§

à¥è¥¨© ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬, ¨¤¥ªáë ª®â®àëå á®¤¥à¦ â

¨¤¥ªáë   «®£¨çëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (29), ®¡à §ãîé¨¥ ¢ G(29) æ¥¯ì.

�®¦® ¯®ª § âì, çâ® ¯®«ãç¥ ï ®æ¥ª  â®ç  ¢ ª« áá¥ á¨áâ¥¬ (27), ¤«ï

ª®â®àëå á¨áâ¥¬  (30) ¥ ®¡« ¤ ¥â ¤àã£¨¬¨ ¬ ªá¨¬ «ìë¬¨ á®¢¬¥áâë¬¨

¯®¤á¨áâ¥¬ ¬¨, ªà®¬¥ â¥å, ¢á¥ ¨¤¥ªáë ª®â®àëå á®¤¥à¦ â ¥ª®â®àë¥ ¨¤¥ªáë

  «®£¨çëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (29).
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� à ¨ ¬ ¥ à. �§®¡à ¦¥ ï   à¨á.2 á¨áâ¥¬  ¥à ¢¥áâ¢ ¢¨¤  (30)

®¡« ¤ ¥â ¬ ªá¨¬ «ì®© á®¢¬¥áâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬®© á ¨¤¥ªá®¬ J3; á®¤¥à¦ -

é¨¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ á®¡áâ¢¥®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  ¨¤¥ªá I3 ¬ ªá¨¬ «ì®© á®-

�¨á.2

¢¬¥áâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¥© á¨-

áâ¥¬ë (29):�®íâ®¬ã ¯® â¥®à¥¬¥ 4:3 ¬¨¨¬ «ì-

ë© ª®¬¨â¥â ¨§®¡à ¦¥®© á¨áâ¥¬ë ¨¬¥¥â ¥

¡®«¥¥ á¥¬¨ ç«¥®¢. �¨¤®, çâ® ¬¨¨¬ «ìë©

ª®¬¨â¥â ¨§®¡à ¦¥®© á¨áâ¥¬ë á®¤¥à¦¨â à®¢-

® á¥¬ì ç«¥®¢ (® á®áâ®¨â ¨§ à¥è¥¨© ¬ ªá¨-

¬ «ì®© á®¢¬¥áâ®© ¯®¤á¨áâ¥¬ë á ¨¤¥ªá ¬¨

J2; : : : ; J5; J7; J8; J9); å®âï ¬¨¨¬ «ìë© ª®¬¨-

â¥â á¨áâ¥¬ë (29) á®¤¥à¦¨â ¤¥¢ïâì ç«¥®¢.

� ¥¥ ¡ë«  ãáâ ®¢«¥  á¢ï§ì ¬¥¦¤ã áãé¥áâ¢®¢ ¨¥¬ ã á¨áâ¥¬ë ¢ª«îç¥-

¨© (25) ª®¬¨â¥â  á § ¤ ë¬ ç¨á«®¬ ç«¥®¢ q ¨ áãé¥áâ¢®¢ ¨¥¬ ¢ £¨¯¥à£à -

ä¥ ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ ¯®¤£¨¯¥à£à ä  ®¯à¥¤¥«¥®£®

¢¨¤ ,   ¨¬¥® ¯®¤£¨¯¥à£à ä , ¢¥àè¨ë ª®â®à®£® ®¡à §ãîâ (q�1; [(q�1)=2])-

á¨¬¯«¥ªá. �á®, çâ® ¯à¨ q = 3 â ª®© ¯®¤£¨¯¥à£à ä ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¥¤¨áâ¢¥-

ë¬ ®¡à §®¬, ®¤ ª® á à®áâ®¬ q ç¨á«® ¯®¯ à® ¥¨§®¬®àäëå ¯®¤£¨¯¥à£à -

ä®¢, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å íâ®¬ã á¢®©áâ¢ã, ¡ëáâà® à áâ¥â. �¥âàã¤® ¢¨¤¥âì,

çâ® á¢®©áâ¢  ª®¬¨â¥â  ª ª ®¡®¡é¥®£® à¥è¥¨ï á¨áâ¥¬ë (25) § ¢¨áïâ ®â

â®£®, ª ª®© ¨¬¥® ¯®¤£¨¯¥à£à ä ¥¬ã á®®â¢¥âáâ¢ã¥â. �§ íâ¨å á®®¡à ¦¥¨©

æ¥«¥á®®¡à §® ¯à®¢¥áâ¨ ¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ ¬¨¨¬ «ìëå ª®¬¨â¥â®¢ á § ¤ ë¬

ç¨á«®¬ ç«¥®¢, ®á®¢ë¢ ïáì   ¯®ïâ¨¨ ¨§®¬®àä¨§¬  £¨¯¥à£à ä®¢.

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.1. �®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì (J1; : : : ; Jq) ¨¤¥ªá®¢ ¬ ªá¨¬ «ì-

ëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (25)  §®¢¥¬ q-ª®¬¨â¥â®®¡à §ãî-

é¥© á®¢®ªã¯®áâìî (q-���), ¥á«¨  ©¤¥âáï ¬¨¨¬ «ìë© ª®¬¨â¥â á¨-

áâ¥¬ë (25) Q = (x1; : : : ; xq) â ª®©, çâ® xi 2 D(Ji) =
T
j2Ji

Dj ¤«ï ª ¦¤®£®

i 2 Nq:

�§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  â¥®à¥¬ë 3.2 á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ ç¨á«® ç«¥®¢ ¢ ¬¨¨¬ «ì-

®¬ ª®¬¨â¥â¥, à §à¥è îé¥¬ á¨áâ¥¬ã (25), à ¢® q; â® ¯®ïâ¨ï q-��� ¨

(q � 1; [(q � 1)=2])-á¨¬¯«¥ªá  á®¢¯ ¤ îâ. � «¥¥ ¡ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â®«ì-

ª® â¥ ª®¬¨â¥âë á¨áâ¥¬ë (25), ª®â®àë¥ á®áâ®ïâ ¨§ à¥è¥¨© ¥¥ ¬ ªá¨¬ «ì-

ëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬. �à¨ íâ®¬ ¡ã¤¥¬ ¯®« £ âì, çâ® ¤¢  ª®¬¨â¥â  Q1

¨ Q2; á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ç«¥ë ª®â®àëå ï¢«ïîâáï à¥è¥¨ï¬¨ ®¤¨å ¨ â¥å

¦¥ ¯®¤á¨áâ¥¬, íª¢¨¢ «¥âë. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ¨¬ ¯à¥¤¯®«®¦¥¨¥¬ ¤«ï

ª« áá¨ä¨ª æ¨¨ ¬¨¨¬ «ìëå ª®¬¨â¥â®¢ ¨§ q ç«¥®¢ ¤®áâ â®ç® ¯à®¨§¢¥áâ¨

¯¥à¥ç¨á«¥¨¥ ¢á¥å ¯®¯ à® ¥¨§®¬®àäëå q-���.

�ãáâìK = (J1; : : : ; Jq) | q-��� á¨áâ¥¬ë (25) ¨ ¯ãáâìL(K) = fJi1 ; : : : ; Jirg;

£¤¥ r � q; | ¬®¦¥áâ¢® ¨¤¥ªá®¢ ¢ K.
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�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.2. �¨¯¥à£à ä®¬ (£à ä®¬) q-ª®¬¨â¥â®®¡à §ãîé¥© á®¢®ªã¯-

®áâ¨ K  §®¢¥¬ ¯®¤£¨¯¥à£à ä G(K) (¯®¤£à ä �(K)); ¯®à®¦¤¥ë© ¢ £¨-

¯¥à£à ä¥ (£à ä¥) ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (25) ¬®-

¦¥áâ¢®¬ ¢¥àè¨ L(K):

� áá¬®âà¨¬ ¥á®¢¬¥áâãî á¨áâ¥¬ã ¢ª«îç¥¨©

x 2 D0
j (j 2 Nm0); (31)

¢ ª®â®à®©, ª ª ¢ á¨áâ¥¬¥ (25), D0
j 2 Rn: �ãáâì K0 = (J 01; : : : ; J

0
q) | q-���

á¨áâ¥¬ë (31).

�¯à¥¤¥«¥¨¥ 4.3. q-���K ¨K0  §ë¢ îâáï ¨§®¬®àäë¬¨â®£¤  ¨ â®«ì-

ª® â®£¤ , ª®£¤  ¨§®¬®àäë £¨¯¥à£à äë G(K) ¨ G0(K0):

� á¨«ã ¯à¨¢¥¤¥®£® ®¯à¥¤¥«¥¨ï § ¤ ç  ¯¥à¥ç¨á«¥¨ï q-��� íª¢¨¢ «¥â 

§ ¤ ç¥ ¯¥à¥ç¨á«¥¨ï ¯®¯ à® ¥¨§®¬®àäëå £¨¯¥à£à ä®¢ G(K): �®áª®«ì-

ªã £¨¯¥à£à ä ¯à®¨§¢®«ì®© 3-��� | æ¨ª« ¤«¨ë 3 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì®, ¢á¥

3-��� ¯®¯ à® ¨§®¬®àäë, â® à¥è¨¬ ¯®áâ ¢«¥ãî § ¤ çã ¢ ¯à®áâ¥©è¥¬

¥âà¨¢¨ «ì®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  q = 5: �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§ S ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å

á¨áâ¥¬ ¯à®¨§¢®«ìëå ¢ª«îç¥¨© ¢¨¤  (25),   ç¥à¥§ S | ¯à®¨§¢®«ìë© í«¥-

¬¥â S; â.¥. ¥ª®â®àãî ª®ªà¥âãî á¨áâ¥¬ã ¢¨¤  (25). �¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§

K(S) ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å 5-���, ª®â®àë¬¨ ®¡« ¤ ¥â á¨áâ¥¬  S; ¨ ¯®«®¦¨¬

K(S) =
S
S2S K(S): �«ï ¤ «ì¥©è¨å à ááã¦¤¥¨© ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï á«¥¤ãî-

é¨¬ ®ç¥¢¨¤ë¬ ¯à¥¤«®¦¥¨¥¬.

�à¥¤«®¦¥¨¥ 4.1. �ãáâì G1 ¨ G2 | £¨¯¥à£à äë ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâ-

ëå ¯®¤á¨áâ¥¬, ®¡« ¤ îé¨¥ á¢®©áâ¢®¬

(u � V Gi; juj = 3) ) u 2 EGi (i = 1; 2); (32)

¨ ¯ãáâì �1; �2 | £à äë, ã ª®â®àëå V �i = VGi; E�i á®¢¯ ¤ ¥â á ¯®¤-

¬®¦¥áâ¢®¬ ¤¢ãåí«¥¬¥âëå à¥¡¥à ¬®¦¥áâ¢  EGi: �¨¯¥à£à äë G1 ¨ G2

¨§®¬®àäë â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¨§®¬®àäë £à äë �1 ¨ �2:

�®áª®«ìªã £¨¯¥à£à ä ¯à®¨§¢®«ì®© 5-��� ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (32), â®,

¢ á¨«ã ¯à¨¢¥¤¥®£® ¯à¥¤«®¦¥¨ï 5-���, K1 ¨ K2 ¨§®¬®àäë â®£¤  ¨ â®«ì-

ª® â®£¤ , ª®£¤  ¨§®¬®àäë ¨å £à äë �(K1) ¨ �(K2):

�¥®à¥¬  4.4 [65]. �®¦¥áâ¢® K(S) á®¤¥à¦¨â à®¢® 15 ¯®¯ à® ¥¨§®-

¬®àäëå í«¥¬¥â®¢.
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� ª á«¥¤ã¥â ¨§ â¥®à¥¬ë, ¬®¦¥áâ¢®K(S) à §¡¨¢ ¥âáï   15 ª« áá®¢ íª¢¨-

¢ «¥â®áâ¨ ¯®¯ à® ¨§®¬®àäëå 5-��� ¯® ç¨á«ã ¯®¯ à® ¥¨§®¬®àäëå

¯à®áâëå £à ä®¢, ¤®¯ãáâ¨¬ëå ®¯à¥¤¥«¥¨¥¬ 5-���. �¤ ª® ¢ ¯à ªâ¨ç¥áª¨å

§ ¤ ç å  á, ª ª ¯à ¢¨«®, ¡ã¤¥â ¨â¥à¥á®¢ âì ç¨á«® ª« áá®¢ íª¢¨¢ «¥â-

®áâ¨ ¢ ¬®¦¥áâ¢¥ K(S0) ¤«ï ¥ª®â®à®£® ¯®¤¬®¦¥áâ¢  S0 ¬®¦¥áâ¢  ¢á¥å

á¨áâ¥¬ ¢ª«îç¥¨©. �áâ¥áâ¢¥® ¯à¥¤¯®«®¦¨âì, çâ® ¯à¨ ¤®áâ â®ç® ã§ª®¬

S0 à¥§ã«ìâ â, á¯à ¢¥¤«¨¢ë© ¤«ï K(S); ¥ ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢ë¬ ¤«ï K(S0):

�¥©áâ¢¨â¥«ì®, ¥á«¨ SL | ¬®¦¥áâ¢® ¢á¥å ª®¥çëå á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ®¤-

®à®¤ëå ¥à ¢¥áâ¢   ¯«®áª®áâ¨, â® ¨§ à¥§ã«ìâ â®¢ [27],[5] á«¥¤ã¥â, çâ®

¢ K(SL) ¢á¥ í«¥¬¥âë ¯®¯ à® ¨§®¬®àäë, ¯®áª®«ìªã £à ä ª ¦¤®© 5-���

ï¢«ï¥âáï ¯à®áâë¬ æ¨ª«®¬ ¤«¨ë 5. �â¥à¥á®, çâ® ã¦¥ ¤«ï ¬®¦¥áâ¢  SQ
¢á¥å ª®¥çëå á¨áâ¥¬ ¯®«¨®¬¨ «ìëå ¥à ¢¥áâ¢ áâ¥¯¥¨ ¥ ¢ëè¥ 2  

¯«®áª®áâ¨ à¥§ã«ìâ â â¥®à¥¬ë 4.4 ¢¥à¥.

�¥®à¥¬  4.5 [65]. �®¦¥áâ¢® K(SQ) á®¤¥à¦¨â à®¢® 15 ¯®¯ à® ¥¨§®-

¬®àäëå í«¥¬¥â®¢.

5. �¥â®¤ë ¯®¨áª  ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢

�¥à¢ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨ ¯®áâà®¥¨ï ª®¬¨â¥â®¢ á¨áâ¥¬ «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢

¡ë«¨, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ¨â¥à æ¨®ë¥ ¬¥â®¤ë ®¡ãç¥¨ï ¯¥àá¥¯âà®®¢ (à á¯®-

§ îé¨å  ¢â®¬ â®¢) § ¤ ç¥ ¤¨áªà¨¬¨ â®£®   «¨§ , ®¯¨á ë¥ ¢ à ¡®-

â å [48],[63],[72],[70]. �  á¥£®¤ïè¨© ¤¥ì ¢ ª« áá¥ ¬¥â®¤®¢ ¯®áâà®¥¨ï ª®-

¬¨â¥â  ¬®¦® ¢ë¤¥«¨âì âà¨ ¡®«ìè¨¥ £àã¯¯ë.

� ¯¥à¢ãî £àã¯¯ã ¬®¦® ®â¥áâ¨ ¬¥â®¤ë, ¡ §¨àãîé¨¥áï   ¯à¨¬¥¥¨¨

ª § ¤ ç¥ ¯®¨áª  ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ â®© ¨«¨ ¨®© ¬®¤¨-

ä¨ª æ¨¨ ¨§¢¥áâ®£®  «£®à¨â¬  «¨¥©®© ª®àà¥ªæ¨¨ [48] à¥è¥¨ï á®¢¬¥áâ-

®© á¨áâ¥¬ë «¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢, ¤«ï ª®â®à®£® ¤®ª §   [70] â¥®à¥¬  ®

áå®¤¨¬®áâ¨ ¥£® ª à¥è¥¨î ãª § ®© á¨áâ¥¬ë §  ª®¥ç®¥ ç¨á«® è £®¢. �®-

«ãç¥ë¥ ¬¥â®¤ë â ª¦¥ ¯à¨ïâ®  §ë¢ âì  «£®à¨â¬ ¬¨ «¨¥©®© ª®àà¥ª-

æ¨¨ ¤«ï ¯®áâà®¥¨ï ª®¬¨â¥â  ¨§ q ç«¥®¢. � á®¦ «¥¨î, ¤«ï ¨å ¨§¢¥áâë

«¨èì ¥ª®â®àë¥ ¤®áâ â®çë¥ ãá«®¢¨ï [25], £ à â¨àãîé¨¥ ¨å áå®¤¨¬®áâì

ª ¨áª®¬®¬ã ª®¬¨â¥âã. � â®¬ã ¦¥, ª ª ¯à ¢¨«®, ¢®¯à®á à §à¥è¨¬®áâ¨ ª®-

ªà¥â®© á¨áâ¥¬ë ª®¬¨â¥â®¬ ¨§ § ¤ ®£® ç¨á«  ç«¥®¢ âà¥¡ã¥â ®â¤¥«ì®£®

¨§ãç¥¨ï.

�â®à ï ¡®«ìè ï £àã¯¯  ¬¥â®¤®¢ [32],[40] ®á®¢     ¯®¨áª¥ à¥è¥¨© ¢á¥å

¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬ë ¥à ¢¥áâ¢,

 ¯à¨¬¥à, ¬¥â®¤®¬ á¢¥àâë¢ ¨ï ¨«¨ á ¯®¬®éìî ¯à®æ¥¤ãàë ¡¥§ãá«®¢®©

®¯â¨¬¨§ æ¨¨, ¨ à¥è¥¨¨ § â¥¬ á¨áâ¥¬ë,   «®£¨ç®© (10). �®áâ®¨áâ¢®¬

íâ¨å  «£®à¨â¬®¢ ï¢«ï¥âáï â®, çâ® ®¨ ¯®§¢®«ïîâ  å®¤¨âì ®¯â¨¬ «ìë¥ ª®-

¬¨â¥âë,  ¯à¨¬¥à, ¬¨¨¬ «ìë© ª®¬¨â¥â ¨áá«¥¤ã¥¬®© á¨áâ¥¬ë. �«ï íâ®£®
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  ¢â®à®¬ íâ ¯¥ ¥®¡å®¤¨¬®  ©â¨ ®¯â¨¬ «ì®¥ à¥è¥¨¥ § ¤ ç¨ (11). �¥¤®-

áâ âª®¬ íâ¨å ¬¥â®¤®¢ ï¢«ï¥âáï ¨å ¡®«ìè ï âàã¤®¥¬ª®áâì.

� âà¥âì¥© £àã¯¯¥ á«¥¤ã¥â ®â¥áâ¨ íää¥ªâ¨¢ë¥ ª®¥ç®è £®¢ë¥  «£®-

à¨â¬ë, ®á®¢ ë¥   ¯®¨¦¥¨¨ à §¬¥à®áâ¨ ¨áå®¤®© § ¤ ç¨ [27],[28],[37],

[40],[24],[25]. �¤¨¬ ¨§ ®á®¢ëå ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© íâ®© £àã¯¯ë ï¢«ï¥âáï ¬¥-

â®¤ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   ¯«®áª®áâì [27], ®á®¢ ë©   ¯à¨æ¨¯¥ ¤®ª § â¥«ì-

áâ¢  â¥®à¥¬ë 2.6.

�à®¬¥ ãª § ëå ª« áá®¢  «£®à¨â¬®¢, ¡ë«® ¯à¥¤«®¦¥® ¨ ¯à®£à ¬-

¬® à¥ «¨§®¢ ® ¬®£® ¤àã£¨å: ¯®áâà®¥¨ï \£àã¡ëå" ª®¬¨â¥â®¢, ª®¬¨â¥-

â®¢, ¬¨¨¬ «ì® ®¡®¡é îé¨å ¬ â¥à¨ « ®¡ãç¥¨ï [47], ª®¬¨â¥â®¢ áâ àè¨-

áâ¢  [71],[1] ¨ ¤à.

� áá¬®âà¨¬ ¯®¤à®¡¥¥ ¯à¨¬¥àë å à ªâ¥àëå ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© ¤«ï ª -

¦¤®© ¨§ ¢ë¤¥«¥ëå £àã¯¯ ¬¥â®¤®¢. �ãáâì § ¤   ¥á®¢¬¥áâ ï á¨áâ¥¬ 

¥à ¢¥áâ¢

(aj ; x) > 0 (j 2 Nm) (33)

 ¤ Rn; ¤«ï ª®â®à®© ¢ë¯®«¥ë ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 2.6. �¥ ã¬¥ìè ï ®¡é®-

áâ¨, ¡ã¤¥¬ ¤ «¥¥ ¯®« £ âì, çâ® kajk = 1 ¨ aj � ai 6= 0:

5.1. �¥â®¤ «¨¥©®© ª®àà¥ªæ¨¨

� à ¡®â¥ [48] ¯à¥¤«®¦¥ ¥áâ¥áâ¢¥ë© ¬¥â®¤ ¯®áâà®¥¨ï ª®¬¨â¥â  Q =

(x1; : : : ; xq) á¨áâ¥¬ë (33), ®¡®¡é îé¨© ¨¤¥î ¬¥â®¤  «¨¥©®© ª®àà¥ªæ¨¨ [70],

[72]. �®   «®£¨¨ á (7) ®¯à¥¤¥«¨¬ äãªæ¨¨ 'j : R
n ! f�1; 1g â ª:

'j(x) =

(
1; (aj ; x) > 0;

�1; (aj ; x) � 0:

� ä¨ªá¨àã¥¬ ¯ à ¬¥âà " > 0: �«ï ¯à®¨§¢®«ìëå y1; : : : ; yq 2 Rn ¨ j 2 Nm

®¯à¥¤¥«¨¬ ç¨á«  nj =
Pq

i=1 'j(y
i) ¨ qj = b

jnjj

2 c+1: �ãáâì (aj ; y
1) � (aj ; y

2) �

: : : � (aj ; y
q): �¯à¥¤¥«¨¬ ®¯¥à â®àë Tj : Rn�q ! Rn�q á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ .

�ãáâì w = [(y1)T ; : : : ; (yq)T ]T 2 Rn�q ; £¤¥ y1; : : : ; yq | í«¥¬¥âë Rn;

Tjw =

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

w; ¥á«¨ nj > 0;2
66666664

y1 + "aj
� � �

yqj + "aj
yqj+1

� � �

yq

3
77777775
; ¥á«¨ nj � 0:

� ¤ ¢è¨áì ¯à®¨§¢®«ìë¬ w0 2 R
n�q; à áá¬®âà¨¬ ¯à®æ¥áá

wk = T(k�1) (modm)+1wk�1 (k 2 N):
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�® ¯®áâà®¥¨î ®¯¥à â®à®¢ Tj ¥á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fwkg áâ ¡¨«¨§¨àã-

¥âáï   í«¥¬¥â¥ �w = [( �y1)T ; : : : ; ( �yq)T ]T ; â® Q = ( �y1; : : : ; �yq) | ª®¬¨â¥â á¨-

áâ¥¬ë (33). � ª ã¯®¬¨ «®áì à ¥¥, â¥®à¥¬ë, à®¤áâ¢¥®© â¥®à¥¬¥ �®¢¨ª®-

¢  [70], ¤«ï ¯à¨¢¥¤¥®£®  «£®à¨â¬  ¥â, ¨§¢¥áâë «¨èì ¥ª®â®àë¥ ¤®áâ -

â®çë¥ ãá«®¢¨ï   á¨áâ¥¬ã (33) ¨  ç «ì®¥ ¯à¨¡«¨¦¥¨¥ w0; ¯à¨ ª®â®àëå

¯®áâà®¥ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì fwig áâ ¡¨«¨§¨àã¥âáï. � ¯à¨¬¥à, ¢ à ¡®-

â¥ [23] ¯à¨¢®¤¨âáï ¤®áâ â®ç®¥ ãá«®¢¨¥, ¯à¨ ª®â®à®¬  «£®à¨â¬ áå®¤¨âáï § 

m è £®¢.

5.2. �®çë© ¬¥â®¤ ¯®¨áª  ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â 

�¥â®¤, ®¯¨á ë© ¢ à ¡®â¥ [32],  å®¤¨â ¬¨¨¬ «ìë© ª®¬¨â¥â á¨áâ¥-

¬ë (33) ¨ á®áâ®¨â ¨§ âà¥å íâ ¯®¢.

�  ¯¥à¢®¬ íâ ¯¥  å®¤ïâáï ¢á¥ ¬¨¨¬ «ìë¥ ¥á®¢¬¥áâë¥ ¯®¤á¨áâ¥-

¬ë à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© á¨áâ¥¬ë ¬¥â®¤®¬ ¯®«®£® äã¤ ¬¥â «ì®£® á¢¥àâë-

¢ ¨ï [59],[60]. �®áª®«ìªã á¨áâ¥¬  (33) ¥á®¢¬¥áâ , â® ª®ãá C à¥è¥¨©

¤¢®©áâ¢¥®© ¥© á¨áâ¥¬ë

u1a1 + u2a2 + : : :+ umam = 0;

u1; : : : ; um � 0

¥ã«¥¢®© ¯® â¥®à¥¬¥ � à¢¥à , ¯®íâ®¬ã ® á®¤¥à¦¨â äã¤ ¬¥â «ìë¥ í«¥-

¬¥âë. � á¨«ã à¥§ã«ìâ â®¢ [60], ¢¥ªâ®àë u1; : : : ; us ª®íää¨æ¨¥â®¢ á¢¥àâë-

¢ ¨ï ¯®«®© äã¤ ¬¥â «ì®© á¢¥àâª¨

mX
j=1

uij(aj ; x) > 0 (i 2 Ns)

á¨áâ¥¬ë (33) ¨ â®«ìª® ®¨ ï¢«ïîâáï äã¤ ¬¥â «ìë¬¨ í«¥¬¥â ¬¨ ª®ã-

á  C: �«¥¤®¢ â¥«ì®, ¬®¦¥áâ¢® fL1; : : : ; Lsg ¨¤¥ªá®¢ ¬¨¨¬ «ìëå ¥á®-

¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (33) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ª ª [60]

Li = fjjuij > 0g:

�  ¢â®à®¬ íâ ¯¥ ¯® ¨§¢¥áâë¬ ¨¤¥ªá ¬ ¬¨¨¬ «ìëå ¥á®¢¬¥áâëå

¯®¤á¨áâ¥¬  å®¤ïâáï ¢á¥ ¨¤¥ªáë I1; : : : ; Ip ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤-

á¨áâ¥¬ á¨áâ¥¬ë (33) ¨§ ãá«®¢¨©

Ii n Ij 6= ; (i 6= j);

(8t 2 Ns) : Lt 6� Ii;

(8i 2 Np) (8j 2 (Nm n Ii)) (9t 2 Ns) : Lt � Ii [ fjg;

 ¯à¨¬¥à, ¬¥â®¤®¬ ¯®áâà®¥¨ï á®ªà é¥®© ��� [25].
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�  âà¥âì¥¬ íâ ¯¥ ª ¦¤®¬ã ¨¤¥ªáã Ii áâ ¢¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¥ ¢¥ªâ®à �
i 2

f�1; 1gm â ª®©, çâ® �ij =

(
1; j 2 Ii;

�1; j =2 Ii;
¨ à¥è ¥âáï § ¤ ç  æ¥«®ç¨á«¥®£®

«¨¥©®£® ¯à®£à ¬¬¨à®¢ ¨ï

min

(
pX

i=1

zij

pX
i=1

zi�
i > 0

)
: (34)

�ãáâì �z = [z1; : : : ; zp]
T | ®¯â¨¬ «ìë© ¢¥ªâ®à § ¤ ç¨ (34) ¨ y1; : : : ; y

p

| à¥è¥¨ï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨áâ¥-

¬ë (33), â®£¤  ¯® ¯®áâà®¥¨î

Q = (y1; : : : ; y1| {z }
z1

; y2; : : : ; y2| {z }
z2

; : : : ; yp : : : ; yp| {z }
zp

)

| ¬¨¨¬ «ìë© ª®¬¨â¥â á¨áâ¥¬ë (33). �®¯à®á ®æ¥ª¨ á«®¦®áâ¨ ¯®á«¥¤-

¥£®  «£®à¨â¬  ¤® á¨å ¯®à ®áâ ¥âáï ®âªàëâë¬. �®-¢¨¤¨¬®¬ã [10],[60], ¢

®¡é¥¬ á«ãç ¥ § ¤ ç  ¯®¨áª  ¢á¥å ¬ ªá¨¬ «ìëå á®¢¬¥áâëå ¯®¤á¨áâ¥¬ á¨-

áâ¥¬ë (33) ¨ ãª §  ï § ¤ ç  ��� ï¢«ïîâáï NP -¯®«ë¬¨.

5.3. �¥â®¤ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï   ¯«®áª®áâì

�¥â®¤ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ¨ï [26]{[28],[37],[23],[25] ®á®¢    ¯à¨æ¨¯¥ ¤®ª -

§ â¥«ìáâ¢  ªà¨â¥à¨ï áãé¥áâ¢®¢ ¨ï ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (33) (â¥®à¥¬  2.6) ¨

á®áâ®¨â ¨§ ¤¢ãå íâ ¯®¢:

1)  å®¦¤¥¨¥ ¯®¤å®¤ïé¥£® ®¯¥à â®à  � : Rn ! R2 ¨ ¯®áâà®¥¨¥ á¨áâ¥¬ë

(�aj ; y) > 0 (j 2 Nm); (35)

2) ¯®áâà®¥¨¥ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (35) Q0 = (y1; : : : ; yp); á®-

£« á®,  ¯à¨¬¥à,  «£®à¨â¬ã [24]. �®á«¥ íâ®£® ª®¬¨â¥â ¨áå®¤®© á¨-

áâ¥¬ë ¯®«ãç ¥âáï ¨§ Q0 ¯® ¯à ¢¨«ã Q = (��y1; : : : ;��yp):

�á®¢ë¬¨ ¤®áâ®¨áâ¢ ¬¨ íâ®£® ¬¥â®¤ , ®¡ãá«®¢¨¢è¨¬¨ ¥£®  ªâ¨¢®¥ ¯à¨-
¬¥¥¨¥ ¤«ï à¥è¥¨ï ª®ªà¥âëå § ¤ ç ¤¨áªà¨¬¨ â®£®   «¨§ , ï¢«ï-
îâáï ¬ « ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì ï á«®¦®áâì ¨ â®, çâ® ¯®«ãç ¥¬ë© ¢ à¥§ã«ìâ â¥
ª®¬¨â¥â Q á®¤¥à¦¨â ¥ ¡®«¥¥ m ç«¥®¢, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®æ¥ª¥ ç¨á« 
ç«¥®¢ ¬¨¨¬ «ì®£® ª®¬¨â¥â  á¨áâ¥¬ë (33). �«ï á¨áâ¥¬ ¥®¤®à®¤ëå
«¨¥©ëå ¥à ¢¥áâ¢ áãé¥áâ¢ã¥â ¬®¤¨ä¨ª æ¨ï ®¯¨á ®£® ¬¥â®¤  ¢ á®®â-
¢¥âáâ¢¨¨ á à¥§ã«ìâ â ¬¨ â¥®à¥¬ë 4.3.
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