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Ñëàéä 2

Òåðìèí ¾ìàøèíà Äóáèíñà¿ áóäåò îçíà÷àòü óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó, äâèæåíèå êîòîðîé ïîä÷èíÿåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì, çàïèñàííûì ñëåâà. Çäåñü x, y � êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà ïëîñ-
êîñòè; φ � óãîë íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ñêîðîñòè, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îò íàïðàâëåíèÿ
îñè x; u � ñêàëÿðíîå óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå. Ñ÷èòàåì, ÷òî óãîë φ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà ïðîìåæóòêå
(−∞,+∞). Ò.å. ìû íå ââîäèì îòîæäåñòâëåíèå óãëà ïî ìîäóëþ 2π. Âåëè÷èíà ñêîðîñòè ðàâíà 1.

Êàê ïðàâèëî, çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ ìàøèíû Äóáèíñà ðàññìàòðèâàþò ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷å-
íèè íà óïðàâëåíèå. Çäåñü, ïîìèìî L.Dubins, óïîìèíàåì À.À.Ìàðêîâà è R. Isaacs. Ðåæå ðàññìàòðèâàþò
çàäà÷è ïðè èíòåãðàëüíîì êâàäðàòè÷íîì îãðàíè÷åíèè. Ïîñëåäíèå çàäà÷è áëèçêè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè
èíòåãðàëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà, ïîñòàíîâêó êîòîðîé (ïðè îòîæäåñòâëåíèè óãëà ïî ìîäóëþ 2π)
ðàññìàòðèâàë Ë.Ýéëåð â êíèãå ïî âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ (1744 ã., ïðèëîæåíèå 1). Îí êëàññèôèöè-
ðîâàë òèïû äâèæåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè. Òàêèå äâèæåíèÿ ñòàëè
íàçûâàòü ¾ýëàñòèêè Ýéëåðà¿. Â ïîñëåäíèå ãîäû ýëàñòèêè Ýéëåðà äåòàëüíî èçó÷àþòñÿ Þ.Ë.Ñà÷êîâûì è
À.À.Àðäåíòîâûì. Ó Ì.È. Çåëèêèíà åñòü ñòàòüè, ïîñâÿù¼ííûå ìíîãîìåðíûì ýëàñòèêàì Ýéëåðà.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ÷èñëåííîå ïîñòðîåíèå òð¼õìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò ïðè
èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷åíèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áóäóò ñðàâíèâàòüñÿ ñ òåìè, ÷òî áûëè èçâåñòíû äëÿ
ñëó÷àÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé.

Íà ýòàïå ôîðìàëüíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé ñ÷èòàåì
èçìåðèìûå ôóíêöèè âðåìåíè, èíòåãðèðóåìûå ñ êâàäðàòîì. Ôàêòè÷åñêè, ìîæíî áûëî áû îãðàíè÷èòüñÿ
êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè.
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)( fG t

Пацко В.С., Пятко С.Г., Федотов А.А.

Трехмерное множество достижимости нелинейной управляемой системы

// Известия РАН. ТиСУ. 2003. № 3. С. 8 –16.

Трёхмерное множество достижимости «в момент»
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Çäåñü ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè òð¼õìåðíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îãðà-
íè÷åíèè |u(t)| ≤ 1. Ãðàíèöà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ðàñêðàøåíà â 6 öâåòîâ. Êàæäûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò
îïðåäåë¼ííîìó òèïó êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé, âåäóùèõ íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà. Íà-
ïðèìåð, ò¼ìíî-ñèíèé öâåò ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó óïðàâëåíèþ: íà ïåðâîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè äåéñòâóåò
u = +1, íà âòîðîì u = 0, íà òðåòüåì u = +1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè ò¼ìíî-ñèíåé ïîâåðõíîñòè äëèíû ïðîìå-
æóòêîâ ñâîè, íî ñóììà äëèí îäíà è òà æå è ðàâíà tf .

Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ëèíèè ñîïðÿæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ðàçíûõ öâåòîâ. Íà íåêîòîðûõ ëèíèÿõ
ñîïðÿæåíèå ãëàäêîå, íà äðóãèõ íåãëàäêîå. Òî÷êè ñ ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè φ ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé òî÷êè íåãëàäêîñòè.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî íà èíòåðâàëå îò tf = 3π äî tf = 4π åñòü íåáîëüøîé ïðîìåæóòîê, äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà
tf èç êîòîðîãî òð¼õìåðíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì.

Òîíêèå ÷¼ðíûå ëèíèè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïîêàçûâàþò êîíòóðû äâóìåðíûõ φ-ñå÷åíèé
òð¼õìåðíîãî ìíîæåñòâà.
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Трёхмерное множество достижимости «в момент»
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Íà ýòîì ñëàéäå ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðè èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷åíèè.
Ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ, âåäóùèå íà ãðàíèöó, óæå íå ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè. Îíè îïèñûâà-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Îäíàêî êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ ñìåíû çíàêà äëÿ óïðàâëåíèé, âåäóùèõ íà
ãðàíèöó, êàê è â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé, íå áîëåå äâóõ. Íåêîòîðûå èç àíàëîãîâ ëèíèé íåãëàä-
êîãî ñîïðÿæåíèÿ (ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå) ñòàëè ëèíèÿìè ãëàäêîãî ñîïðÿæåíèÿ.
Îáùàÿ çàêîíîìåðíîñòü èçìåíåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè îñòàëàñü ïðåæíåé. Âûáðàííûå ìîìåíòû tf
äëÿ èíòåãðàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ (âòîðîé ñòåïåíüþ) îò ìîìåíòîâ, âçÿòûõ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî
îãðàíè÷åíèÿ. Òàê ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçìàõ ìíîæåñòâ ïî êîîðäèíàòå φ ñîâïàäàë ñ ðàçìàõîì ïðè
ãåîìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷åíèè.

×èñëåííî ïðîñ÷èòàííûå êàðòèíêè òð¼õìåðíûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ïðè èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷å-
íèè � ãëàâíîå äîñòèæåíèå ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòû. Äàëåå ïîéäåò ðàññêàç î òîì, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî.
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Сравнение множеств достижимости
при геометрических и при интегральных ограничениях

      𝜇 = 100 
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Íà äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëàéäàõ íå áûëà âèäíà ôðîíòàëüíàÿ ñòîðîíà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè. ×òîáû
ïîêàçàòü å¼, ñäåëàí äàííûé ñëàéä. Îòìåòèì, ÷òî îñîáîå óïðàâëåíèå u(t) ≡ 0 âåä¼ò â öåíòðàëüíóþ òî÷êó
ôðîíòàëüíîé ÷àñòè. Â ýòîé òî÷êå ãëàäêî ñòûêóþòñÿ ãðàíè÷íûå ïîâåðõíîñòè 4-õ öâåòîâ.
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Представление трёхмерного множества  достижимости

в виде набора  φ-сечений

Диапазон (размах) множества достижимости по координате φ имеет вид [ –√ tf · μ, √ tf · μ ].

В этом диапазоне  множество  достижимости  G ( tf , μ)  задаём при помощи  φ-сечений Gφ( tf , μ).

Крайние  φ-сечения  являются одноточечными и порождаются управлениями u*( t )   √ μ ⁄ tf .

μ = 100,

tf = 0.16,

φ[–4, 4],

∆φ = 0.5

y

x

φ

6
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Ñêåëåò òð¼õìåðíîãî ìíîæåñòâà ñîñòàâëÿåòñÿ èç íàáîðà åãî φ-ñå÷åíèé, ïðîñ÷èòûâàåìûõ ñ ìàëûì øà-
ãîì ïî êîîðäèíàòå φ. Ãðàíèöà êàæäîãî φ-ñå÷åíèÿ ðàñêðàøèâàåòñÿ â íåñêîëüêî öâåòîâ. Êàæäûé öâåò
ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç òèïîâ óïðàâëåíèé U1 −U6. Çàòåì ïðîñòðàíñòâî ìåæäó φ-ñå÷åíèÿìè çàïîëíÿåòñÿ
òðåóãîëüíèêàìè ñîîòâåòñòâóþùåãî öâåòà. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþ-
ùàÿ òð¼õìåðíîå ìíîæåñòâî.
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1. Симметрия в пространстве множеств достижимости.

Если tf
(1)

·μ
(1)

= tf
(2)

·μ
(2) 

, то   G( tf
(2)

, μ
(2)

) = ·G ( tf
(1)

, μ
(1)

) ,    = tf
(2)/ tf

(1)
.

2.  Симметрия  φ-сечения относительно

вспомогательной оси  X(φ).

3.  Симметрия  φ-сечений при  φ< 0  и φ> 0 .   В силу специфики кинематики имеем:

если φ͂ = –φ‾ , то   x͂(tf) = x‾ (tf) , y͂(tf) = –y‾ (tf) при    u͂(t) = –u‾ (t) , t[0, tf ] . 

X

Свойства симметрии

y

x

X

y

x

X

y

x
φ/2φ/2φ/2

μ = 100,     φ = 0.5

tf = 0.5

tf = 0.75

tf = 0.95
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Ìû èñïîëüçóåì òðè âèäà ñèììåòðèè φ-ñå÷åíèé.

1. Åñëè âåðíî, ÷òî ìîìåíòû tf è îãðàíè÷åíèÿ µ äëÿ íåêîòîðûõ äâóõ âàðèàíòîâ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

t
(1)
f · µ(1) = t

(2)
f · µ(2), òî φ-ñå÷åíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ G(t

(1)
f , µ(1)) è G(t

(2)
f , µ(2)) ïðè îäíîì è òîì æå φ ñâÿçàíû

êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ α (îòíîñèòåëüíî íóëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò), ïðè÷åì ýòîò êîýôôèöèåíò
íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ φ.

2. Êàæäîå φ-ñå÷åíèå ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè X, ïðîâåä¼ííîé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò èñõîäíîé
ñèñòåìû ïîä óãëîì φ/2 îòíîñèòåëüíî îñè x.

3. Ïðè ïîñòðîåíèè φ-ñå÷åíèé äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé φ ≥ 0. Ñå÷åíèÿ ïðè φ < 0 è φ > 0
ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì ïîñëå çåðêàëüíîãî îòðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îñè x.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè îïèðàþòñÿ òîëüêî íà âèä
êèíåìàòèêè ìàøèíû Äóáèíñà. Ñâîéñòâà ñèììåòðèè èìåþò ìåñòî êàê äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé,
òàê è äëÿ èíòåãðàëüíûõ.
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Принцип максимума Понтрягина

8

Гусев М.И., Зыков И.В. Об экстремальных свойствах граничных точек множеств достижимости  управляемых  систем  
при  интегральных  ограничениях // Труды Института математики и механики УрО РАН. 2017. Т.23. № 1, С.103–115.



Ñëàéä 8

Âñÿ òîíêîñòü èññëåäîâàíèÿ φ-ñå÷åíèé ñâÿçàíà ñ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ÏÌÏ).
Çäåñü îïèðàåìñÿ íà ðåçóëüòàò èç ñòàòüè Ì.È. Ãóñåâà è È.Â. Çûêîâà î òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè íà ãðàíèöå
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè G(tf , µ) (çà èñêëþ÷åíèåì îñîáîé òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé u(t) ≡ 0) óïðàâëåíèå,
âåäóùåå â ýòó òî÷êó, äîñòàâëÿåò ìèíèìóì èíòåãðàëüíîìó êâàäðàòè÷íîìó ôóíêöèîíàëó, ïðè÷¼ì ýòîò ìè-
íèìóì ðàâåí µ. Ïîýòîìó çàïèñûâàåì ÏÌÏ èìåííî äëÿ òàêîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è. Îí ñêëàäûâàåòñÿ èç
çàïèñè èñõîäíîé ñèñòåìû, ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû è ñîîòíîøåíèÿ ìàêñèìóìà, ñâÿçûâàþùåãî äâå ñèñòåìû.
Òàêîå ñîîòíîøåíèå äàåò u(t) = ψ3(t)/2. Âèä ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû òîò æå ñàìûé, ÷òî è äëÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå. Âåðîÿòíî, ýòî è ëåæèò â îñíîâå ¾ïîõîæåñòè¿ èçîáðàæåíèé òð¼õìåðíûõ
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì è èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷åíèÿõ.
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Прямая переключения

9
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Êàê è â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêîãî îãðàíè÷åíèÿ, ïðè èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷åíèè êàæäîå äâèæåíèå, óäî-
âëåòâîðÿþùåå ÏÌÏ, èìååò ñâîþ ïðÿìóþ ïåðåêëþ÷åíèÿ (ÏÏ), ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé óïðàâëåíèå èçìå-
íÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îãðàíè÷åíèÿ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî åñëè ìû âûêèäûâàåì îñîáîå äâèæåíèå â ñèëó u(t) ≡ 0, òî ëþáîå äðóãîå íå èìååò ó÷àñòêîâ äâè-
æåíèÿ ïî ÏÏ: äâèæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ÏÌÏ, ìîæåò òîëüêî ïåðåñåêàòü ÏÏ ïîä íåêîòîðûì íåíóëåâûì
óãëîì.

Äîêàçàíî, ÷òî óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ÏÌÏ è ïðè ýòîì âåäóùåå íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äî-
ñòèæèìîñòè, èìååò íå áîëåå äâóõ ìîìåíòîâ ñìåíû çíàêà. Äëÿ äâèæåíèé ñ ïîñòîÿííûì çíàêîì íà [t0, tf ]
ðàçëè÷àåì ñëó÷àè, êîãäà ïðîäîëæåíèå äâèæåíèÿ â ñèëó ÏÌÏ ïîñëå ìîìåíòà tf (ïðè äîïîëíèòåëüíîé
òðàòå èíòåãðàëüíîãî ðåñóðñà) íå ïåðåñåêàåò ÏÏ, ñòðåìèòñÿ ê ÏÏ àñèìïòîòè÷åñêè, ïåðåñåêàåò ÏÏ.
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Специфика уравнений принципа максимума
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Òåîðåìà îá óïðàâëåíèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ÏÌÏ è âåäóùèõ íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè,
èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ. Îíà ãîâîðèò î 6 òèïàõ ïðîãðàììíûõ
óïðàâëåíèé. Äëÿ φ(tf ) > 0 îãðàíè÷èâàåìñÿ 4 òèïàìè.
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Управления, порождающие границу множества достижимости

11

Лемма 3

Пусть движение (x(·), y(·),φ(·) )T
на промежутке [ t0, tf ] порождается непрерывным управлением u(·),

которое удовлетворяет ПМП с тремя моментами t1, t2, t3  смены знака управления: t0 < t1 < t2 < t3 < tf .

Тогда (x( tf ), y( tf ), φ( tf ) )
T  intG( tf ).

Лемма 3

Пусть движение (x(·), y(·),φ(·) )T
на промежутке [ t0, tf ] порождается непрерывным управлением u(·),

которое удовлетворяет ПМП с тремя моментами t1, t2, t3  смены знака управления: t0 < t1 < t2 < t3 < tf .

Тогда (x( tf ), y( tf ), φ( tf ) )
T  intG( tf ).Типы управлений :

u > 0 u < 0 , u > 0 u > 0 , u < 0 u < 0 u > 0, u < 0, u > 0 u < 0, u > 0, u < 0

U1 U2 U3 U4 U5 U6

Теорема

В любую точку ( x, y, φ )T  ( tf , 0, 0 )T
на границе множества  G( tf ) ведёт непрерывное управление,

удовлетворяющее ПМП и относящееся к одному из типов  U1 –U6 . Других вариантов управлений,

ведущих на границу, нет.

Если  φ > 0,  то в перечне шести типов оставляем лишь четыре:  U1 , U2 , U3 , U6 .

В случае  φ < 0  ограничиваемся четырьмя типами:  U4 , U2 , U3 , U5 .

Если  φ = 0,  оставляем типы  U2 , U3 , U5 , U6 ;  при этом управления типов U5 и U6 порождают

одну и ту же совокупность точек.

Теорема

В любую точку ( x, y, φ )T  ( tf , 0, 0 )T
на границе множества  G( tf ) ведёт непрерывное управление,

удовлетворяющее ПМП и относящееся к одному из типов  U1 –U6 . Других вариантов управлений,

ведущих на границу, нет.

Если  φ > 0,  то в перечне шести типов оставляем лишь четыре:  U1 , U2 , U3 , U6 .

В случае  φ < 0  ограничиваемся четырьмя типами:  U4 , U2 , U3 , U5 .

Если  φ = 0,  оставляем типы  U2 , U3 , U5 , U6 ;  при этом управления типов U5 и U6 порождают

одну и ту же совокупность точек.
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Ïðè èíòåãðàëüíîì êâàäðàòè÷íîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå â çàìêíóòîé (ïðè ïîìîùè ðàâåíñòâà
u(t) = ψ3(t)/2) ñèñòåìå óðàâíåíèé ÏÌÏ ìîæíî âûäåëèòü ïîäñèñòåìó, îïðåäåëÿþùóþ èçìåíåíèå óãëà φ.
Ýòà ïîäñèñòåìà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íåëèíåéíîå
óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Åãî ðåøåíèå çàâèñèò îò ñêàëÿðíûõ êîíñòàíò ρ, β, φ(t0), φ̇(t0).

Íåñëîæíûå âûêëàäêè ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ äëÿ φ̇(t) íà ó÷àñòêàõ ïîñòîÿíñòâà çíàêà óïðàâëåíèÿ u(t).
Èñïîëüçóåì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ íà ó÷àñòêàõ ñ ïîñòîÿííûì ïî çíàêó óïðàâëå-
íèåì, ò.å. ïî îäíó ñòîðîíó îò ÏÏ.

Òåïåðü íóæíî ñîñòàâèòü ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå ïðè çàäàííûõ tf , µ è φ(tf ) îïðåäåëÿþò äâèæåíèÿ, âå-
äóùèå íà ãðàíèöó φ-ñå÷åíèÿ äëÿ φ = φ(tf ) ≥ 0. Âûïèñûâàåì òàêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óïðàâëåíèé òèïà
U1, U3 è U6. Äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå òèïó U2, äàþò òî÷êè â ðàññìàòðèâàåìîì φ-ñå÷åíèè, êîòîðûå
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè X òî÷êàì, ïîëó÷àåìûì ïðè ïîìîùè U3.
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Кривая, порождаемая управлением U1 при заданном φ( tf )

Кривая  A1 состоит из точек,  в каждую из которых ведет положительное управление типа U1 .

Справедливы соотношения

Здесь  β1 − угол,  отсчитываемый от оси  x против  часовой  стрелки  до  направления  ПП.   

Положим  c∗ = 2ρk1 , k1 > 0 . Это  позволяет,  рассматривая  умножение  tf · μ ,  получить  при  

фиксированном  β1 уравнение  с  одним  неизвестным  k1 :

Определив k1, находим  ρ из  соотношения  μ = ʃ … Далее интегрируем на  [ 0, tf ]  первые  два  

уравнения  исходной  системы  с  учётом  соотношения

Получаем  движение – эластику  Эйлера  на  плоскости  x, y.   Кончик  её  обозначим  A1( β1)  и 

отнесем к кривой  A1 для рассматриваемого параметра β1 .

Если  β1 = φ( tf ) / 2,  то  соответствующая  эластика  приходит  на  ось  X.  Построение  кривой  A1

начинаем именно с этой точки, перебирая  β1 в диапазоне [φ( tf ) / 2, φ( tf ) / 2+ π ] . Увеличиваем  β1

от значения φ( tf ) / 2  до значения ͠β1,  при котором  ещё существует решение уравнения (*).

Объединяя полученную кривую с симметричной ей относительно оси X,  получаем кривую  А1 .

Однако есть трудности вычисления интегралов в (*).

(*)
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Íà ñëàéäå âûïèñàíû è ïîÿñíåíû ñîîòíîøåíèÿ (óñëîâèÿ ñâÿçè), ñîîòâåòñòâóþùèå òèïó U1. Ïîëó÷àåìûå
òî÷êè ïðè ðåàëèçàöèè ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ êðèâóþ A1 íà ïëîñêîñòè
x, y. Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãî ïàðàìåòðà èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà β1. Êðèâàÿ A1 ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
îñè X è ñòðîèòñÿ ïðè φ(tf ) > 0.



XIII Всероссийский съезд по теоретической и прикладной механике >> 21-25 августа 2023 >> Санкт-Петербург 13

Эллиптические интегралы 1-го и 2-го рода
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Ïðè ïîñòðîåíèè êðèâîé A1 còàëêèâàåìñÿ ñ ñóùåñòâåííûìè òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ âû÷èñëåíèåì
ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ (âáëèçè k = 1). Ïðîáëåì ñ èíòåãðèðîâàíèåì íå áûëî â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêèõ
îãðàíè÷åíèé.
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Кривая, порождаемая управлением U3 при заданном φ( tf )

Кривая  A3 состоит из точек, в каждую из которых ведет управление типа  U3 с одним моментом

смены знака управления с «+» на «–».   Справедливы соотношения

Здесь β3 – угол наклона траектории в момент пересечения ПП (отсчитывается  против часовой 

стрелки от направления вектора скорости до направления ПП).  Первые  интегралы  в  формулах 

соответствуют участку движения с u(t) < 0 от момента пересечения с ПП до момента tf .  При этом

φ3 – накопленный  угол на этом участке, взятый по модулю. Вторые интегралы соответствуют участку 

движения с  u(t) > 0 от начального момента до выхода на ПП. Накопленный угол равен  φ3 +φ( tf ) .

Фактически рассматриваем два движения, выходящие из одной и той же вспомогательной точки

на ПП. Учитывая ψ3(0) = 0  для такой вспомогательной точки,  имеем  c∗ = 2ρcosβ3 .  Перемножая 

соотношения для  tf и μ,  получаем уравнение относительно  φ3.  При каждом  β3 находим  его 

единственное решение φ3 . Затем вычисляем единственное ρ из соотношения для μ .  Диапазон  β3 ,  

для которого существует решение, обозначим  [ ͠β3, β̂3 ] . Имея при каждом β3 два участка движения, 

склеиваем их и переносим полученную эластику в начало координат с касанием по оси x .

Последнюю точку эластики обозначаем  A3(β3).

В итоге получаем кривую A3(β3), β3∈ [ ͠β3, β̂3 ] .  Ей соответствует симметричная относительно оси X

кривая A2, в каждую точку которой ведет реверсивное управление.
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Êðèâàÿ A3 ïîðîæäàåòñÿ ïðîãðàììíûìè óïðàâëåíèÿìè òèïà U3 ñ îäíèì ìîìåíòîì ñìåíû çíàêà. Êàæäîå
èç äâóõ óñëîâèé ñâÿçè (äëÿ tf è µ) ñîäåðæèò òåïåðü äâà ñëàãàåìûõ. Êðèâîé A3 ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ
åé îòíîñèòåëüíî îñè X êðèâàÿ A2.
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Кривая, порождаемая управлением U6 при заданном φ( tf )

Кривая  A6 состоит из точек,  в каждую из которых ведет управление типа  U6 с двумя моментами 

смены знака: с «–» на «+» и затем с «+» на «–». 

При построении кривой A6 в качестве одномерного параметра возьмем φ6,1.  Движение, ведущее 

при рассматриваемом φ6,1 в точку  A6(φ6,1),  состоит из трех участков,  равных по угловой величине 

соответственно  −φ6,2 ( участок  лежит  справа  от  ПП ),   +φ6,2 +φ6,1 +φ( tf )   (участок  лежит  слева

от ПП), −φ6,1 (справа от ПП). Здесь значения φ6,2 , φ6,1 , φ( tf ) считаются положительными. При этом 

справедливо равенство

Полагаем c
*

= 2ρ cosβ6. Эти два соотношения с учетом равенства (*) дают систему относительно

β6 и ρ при фиксированном  φ6,1 .  Начальное значение параметра  φ6,1  берём равным  φ̂3 ,  где 

значение  φ̂3 соответствует  β3 = β̂3 .  Строим первую часть кривой A6 до тех пор,  пока  φ6,1 ≥ φ6,2 .

Рассматривая  в  силу  леммы 1 симметричную относительно оси  X кривую,  получаем 

объединенную кривую A6.  Кривая A6 соединяет концы кривых  A3, A2 и гладко сопрягается с ними.  

Кривая A6 не строится,  если  φ̂3 = 0 .

Составляем соотношения

(*)
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Ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçè åùå áîëåå óñëîæíÿþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êðèâîé A6, ñîîòâåòñòâóþùåé òèïó U6.
Ïîìèìî äâóõ ñîîòíîøåíèé äëÿ tf è µ, ó÷èòûâàåì ðàâåíñòâî (⋆), çàïèñàííîå â óãëîâûõ âåëè÷èíàõ. Êðèâàÿ
A6 ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè X.

Âûñòðàèâàÿ ÷èñëåííî êðèâûå A1, A3, A2 è A6, óáåæäàåìñÿ, ÷òî A1 ãëàäêî ñòûêóåòñÿ ñ A3 è A2. Òàêîé
ôàêò áûë è ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷åíèè. Êðèâàÿ A6 òàêæå ãëàäêî ñòûêóåòñÿ ñ A3 è A2. Ïðè ãåî-
ìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷åíèè ïîäîáíàÿ ñòûêîâêà íå áûëà ãëàäêîé. Ñîåäèíåíèå êðèâûõ A1, A3, A6 è A2 äà¼ò
çàìêíóòóþ êðèâóþ A íà ïëîñêîñòè x, y, êîòîðàÿ öåëèêîì, ëèáî êàêèìè-òî ñâîèìè ÷àñòÿìè îïðåäåëÿåò
ãðàíèöó ðàññìàòðèâàåìîãî φ-ñå÷åíèÿ.

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ó íàñ íåò ïîêà àêêóðàòíûõ òåîðåòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ (ñâÿçàííûõ ñ äåòàëüíûì
îïèñàíèåì ãðàíèöû) äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ. Ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷åíèè òàêèå äî-
êàçàòåëüñòâà áûëè ñäåëàíû. Ñåé÷àñ âî ìíîãîì äåéñòâóåì ïî àíàëîãèè, íî ïðè ýòîì àáñîëþòíî óâåðåíû â
ïðàâèëüíîñòè ðåçóëüòàòîâ.

Äàëåå èäóò 7 ñëàéäîâ, íà êîòîðûõ ïîÿñíÿåòñÿ, êàê ïðè ïîìîùè êðèâîéA îáðàçóåòñÿ ãðàíèöà φ-ñå÷åíèÿ.
Ïóíêòèðîì ïîêàçàíû ïðèìåðû äâèæåíèé, èäóùèõ íà ãðàíèöó.
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Двумерное φ-сечениe: μ = 100, φ( tf ) = 0
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Íàèáîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ñîñòàâíàÿ êðèâàÿ A íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé. Òàêîå ïðî-
èñõîäèò ïðè ìàëûõ çíà÷åíèé tf , åñëè îãðàíè÷åíèå µ è óãîë φ(tf ) (äëÿ êîòîðîãî ñòðîèì φ-ñå÷åíèå) çà-
ôèêñèðîâàíû. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àé èçîáðàæ¼í ñëåâà äëÿ φ(tf ) = 0. Êðèâàÿ A è ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé
φ-ñå÷åíèÿ.

Ñ óâåëè÷åíèåì tf âîçíèêàåò ñàìîïåðåñå÷åíèå êðèâîé A è ïîÿâëÿåòñÿ ¾äûðêà¿, íå ïðèíàäëåæàùàÿ
φ-ñå÷åíèþ Gφ(tf , µ). Ãðàíèöà äûðêè (ðèñóíîê ñïðàâà) îáðàçîâàíà êðèâîé A6 è ïðèìûêàþùèìè ê íåé
äóãàìè êðèâûõ A3 è A2. Ãðàíèöà φ-ñå÷åíèÿ íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ îòêðûòûå äóãè êðèâûõ A3 è A2 ìåæäó
ïåðâîé P1 è âòîðîé P2 òî÷êàìè èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

Îïûò òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå ïîäñêàçûâàåò, ÷òî
èìåííî ïîòåðÿ îäíîñâÿçíîñòè (íàëè÷èå äûðêè) äåëàåò àíàëèç ãðàíèöû φ-ñå÷åíèé âåñüìà ñëîæíûì.
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Оптимальные движения

в исходную точку –

совокупность лемнискат 

(эластики Эйлера)

Точка (0,0,0) для данных  

μ и  tf лежит во 

внутренности множества 

G( tf , μ)

Двумерное φ-сечениe: μ = 100, tf = 1.1244,  φ(tf ) = 0
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Ïðè çàôèêñèðîâàííûõ µ è φ(tf ) íåîäíîñâÿçíîñòü φ-ñå÷åíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ëèøü äëÿ çíà÷åíèé tf èç
ìàëîãî ïðîìåæóòêà. Â êîíöå åãî äûðêà ¾ñæèìàåòñÿ¿ â òî÷êó, è ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè
ïîëó÷åííîãî φ-ñå÷åíèÿ. Òðàåêòîðèè, âåäóùèå â òàêóþ òî÷êó âûðîæäåíèÿ (îíà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êî-
îðäèíàò èñõîäíîé ñèñòåìû), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëåìíèñêàòû. Èõ öåëîå ñåìåéñòâî (ñìîòðèì ìóëüòèê).
Êàæäàÿ êðèâàÿ åñòü òðàåêòîðèÿ ïðåäåëüíîãî äâèæåíèÿ, âåäóùåãî íà ãðàíèöó äûðêè ïðè å¼ ñæàòèè.

Ãðàíèöà φ-ñå÷åíèÿ ñîñòàâëÿåòñÿ äóãàìè êðèâîé A äî òî÷êè P1 ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ äóã A3 è A2.
Ñóùåñòâîâàíèå çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé â âèäå ëåìíèñêàò áûëî îáíàðóæåíî Ë.Ýéëåðîì.
Â ðàáîòå Þ.Ë.Ñà÷êîâà ïîêàçàíî, ÷òî ëåìíèñêàòà (áàíòèê, âîñüì¼ðêà, ñèìâîë áåñêîíå÷íîñòè) íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì â çàäà÷å îïòèìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà, åñëè óãëû
îòîæäåñòâëÿþòñÿ ïî ìîäóëþ 2π. Íàøè ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò ýòî.
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Двумерное φ-сечениe: μ = 100, tf = 0.95,  φ( tf ) = 0.5
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Ïðè âçÿòûõ çíà÷åíèÿõ µ, tf , φ(tf ) åñòü íåîäíîñâÿçíîñòü φ-ñå÷åíèÿ. Ïîêàçàíû äâèæåíèÿ, âåäóùèå â
òî÷êè äóã A1, A3, A6. Çðèòåëüíî êàæåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå íà äóãó A1 èäåò ïî ÏÏ. Íà ñàìîì äåëå òðàåêòîðèÿ
ðàñïîëîæåíà ñëåâà îò ÏÏ (åñëè ñìîòðåòü â íàïðàâëåíèè ñòðåëêè ÏÏ).

Ãðàíèöà φ-ñå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äóãàìè êðèâîé A çà èñêëþ÷åíèåì îòêðûòûõ äóã A3 è A2 ìåæäó
òî÷êàìè P1 è P2.
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Двумерное φ-сечениe: μ = 100, tf = 0.95,  φ( tf ) = 2.5
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Íåîäíîñâÿçíîñòü φ-ñå÷åíèÿ ïðîïàëà. Ãðàíèöà ñîñòîèò èç êðèâîé A1 è äóã êðèâûõ A3, A2 äî òî÷êè P1

èõ ïåðåñå÷åíèÿ.
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Двумерное φ-сечениe: μ = 100, tf = 0.95,  φ( tf ) = 5.0

Двумерное φ-сечениe: μ = 100, tf = 0.95,  φ( tf ) = 5.0



Ñëàéä 20

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ñëàéäîì íà ãðàíèöå φ-ñå÷åíèÿ êðèâàÿ A1 ¾óâåëè÷èëàñü¿ (îòíîñèòåëüíî
îáùåé äëèíû êðèâîé A) è ¾óìåíüøèëèñü¿ êðèâûå A3, A2. Ãðàíèöà φ-ñå÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ ¾ïîõîæåé¿ íà
îêðóæíîñòü.
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Граница φ-сечения –

окружность.  Движения, 

ведущие на границу, 

порождаются

положительными 

управлениями.  

Набираемый угол φ(tf )

равен 14.5 рад.

Двумерное φ-сечениe: μ = 100, tf = 4,  φ( tf ) = 14.5
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Ãðàíèöà φ-ñå÷åíèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç êðèâîé A1 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü. Äâèæåíèÿ, èäóùèå
íà ãðàíèöó, ïîðîæäàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûì óïðàâëåíèåì è èìåþò íåñêîëüêî ïåòåëü (ñìîòðèì ìóëüòèê).
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Двумерное φ-сечениe: μ = 4, tf = 4,  φ(tf ) = 2
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Çäåñü â ñðàâíåíèè ñ ïðåäûäóùèì ñëàéäîì çíà÷åíèå φ(tf ) ìàëî. Ñîñòàâíàÿ êðèâàÿ A íå èìååò ñàìîïå-
ðåñå÷åíèé è çàäàåò ãðàíèöó φ-ñå÷åíèÿ.
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Множество достижимости при отождествлении
угловой координаты по модулю 2π

23

φ(-π, π]

y

x



      𝜇 = 100 
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Äëÿ äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè tf ïîêàçàíû òð¼õìåðíûå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ñëó÷àå, êîãäà óãîë
φ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ 2π.
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Эластики Эйлера

;

,sin

,cos

u

y

x

=

=

=

•

•

•






min

Заданы начальный  t0 = 0 и конечный tf = 0

моменты времени, а также соответствующие 

трёхмерные фазовые состояния

Найти оптимальное управление u*(·),  и 

оптимальную кривую, соединяющую эти точки.

Рисунки из книги Л.Эйлера  (1744) Установка М.Борна (1906)

углы φ отождествляются

по модулю 2π
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Çäåñü ïðèâåäåíû êîïèè äâóõ ñòðàíèö èç êíèãè Ë.Ýéëåðà, íà êîòîðûõ ïîÿñíÿþòñÿ âîçìîæíûå âèäû
òðàåêòîðèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷å ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëü-
íîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà.

Ñïðàâà � óñòàíîâêà Ì.Áîðíà äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
îá ýëàñòèêàõ Ýéëåðà. Òîíêèé íåðàñòÿæèìûé ñòåðæåíü çàêðåïëÿåòñÿ â äâóõ òî÷êàõ ïîä çàäàííûìè óãëàìè.
Ôîðìà, êîòîðóþ ïðèíèìàåò ñòåðæåíü, äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ìèíèìóìó åãî ¾óïðóãîé¿ ýíåðãèè.
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Четыре глобально оптимальные
эластики Эйлера

25

Заданы:  момент  tf = 1,  точка  а и угол φ = 0.

Задача:  найти минимальное  μ0,  при котором  

возможен перевод в точку  a с  углом  φ = 0 ;

tf = 1, 

φ = 0,

μ0 = 55

построить все глобально оптимальные эластики.

Решение:  подбираем минимальное μ0, при котором 

точка a попадает в  φ-сечение  Gφ=0 (tf , μ0).

Дополнительно строим два φ-сечения  Gφ=2π (tf , μ0).

Убеждаемся, что точка  a принадлежит границе этих

φ-сечений.

Поэтому найденное  μ0 является оптимальным.  
Собираем эластики, ведущие в точку  a.
В данном случае их четыре.

a

y

o
x

Gφ=0 (tf , μ0)

Gφ=2π (tf , μ0)
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Þ.Ë.Ñà÷êîâ è À.À.Àðäåíòîâ â ñâîèõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëè âîïðîñ î êîëè÷åñòâå ãëîáàëüíî îïòèìàëü-
íûõ ýëàñòèê Ýéëåðà.

Â îäíîé èç ðàáîò À.À.Àðäåíòîâà ïðèâåä¼í ïðèìåð, ãäå êîëè÷åñòâî îïòèìàëüíûõ ýëàñòèê ðàâíî 4. Ïðè
ïîìîùè òð¼õ φ-ñå÷åíèé íàøåãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ìû äàåì ïîÿñíåíèå òàêîìó êîëè÷åñòâó ãëîáàëüíî
îïòèìàëüíûõ ýëàñòèê.
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Óêàçàíà ëèòåðàòóðà, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàíà ïðè ïîäãîòîâêå äîêëàäà î ÷èñëåííîì ïîñòðîåíèè òð¼õìåð-
íîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ïðè èíòåãðàëüíîì îãðàíè÷åíèè íà óïðàâëåíèå.


