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Аннотация. Машина Дубинса — модель движения, в которой скалярное управле-
ние u определяет мгновенную угловую скорость поворота. В работе рассматривается
симметричный вариант ограничений u∈[u1, u2], где u1 = −u2 и u2 = 1. Исследует-
ся трёхмерное множество достижимости в заданный момент времени tf > 0. Даётся
аналитическое описание двумерных сечений множества по угловой координате ϕ. Гра-
ница каждого ϕ-сечения образуется при помощи некоторого набора кривых, получен-
ных при помощи принципа максимума Понтрягина. Этот набор включает в себя дуги
окружностей, а также эвольвенты круга. Установлено свойство симметрии каждого
ϕ-сечения относительно некоторой прямой. Предложена классификация возможных
типов ϕ-сечений. Наибольшую трудность представляет анализ случая с неодносвяз-
ными ϕ-сечениями. Указана область значений ϕ и tf , при которых возникает неодно-
связность ϕ-сечений.
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1 Введение

Математическая “машина Дубинса” – это модель управляемого движения, в ко-
торой две фазовые переменные x, y являются координатами точечного геометриче-
ского положения на плоскости, третья переменная ϕ есть угол, составляемый векто-
ром скорости относительно положительного направления оси x. Величина линейной
скорости считается постоянной и равной 1. Скалярное управление u имеет смысл
угловой скорости поворота (или, что эквивалентно, мгновенного радиуса поворота)
и стеснено ограничением u ∈ [−1, 1].

Название модели связано с работой [1], в которой L.Dubins установил свойства
кривых минимальной длины с ограниченным снизу радиусом кривизны, соединяю-
щих две точки на плоскости с заданными направлениями выхода и входа. Это соот-
ветствует задаче быстродействия для объекта, движущегося с постоянной скоростью
и ограниченным снизу радиусом поворота. Результаты, полученные Дубинсом, бы-
ли передоказаны и дополнены с использованием принципа максимума Понтрягина
в работах [2, 3].

Говоря о предшествующей истории подобных задач, следует отметить статью [4]
А.А.Маркова, в которой он рассмотрел 4 математические задачи, связанные с проек-
тированием железных дорог. В 1951 г. R. Isaacs, работая в Rand Corporation, предста-
вил свой первый отчет [5] по теории дифференциальных игр, в котором поставил и
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наметил решение задачи «шофер-убийца». Именно Р.Айзекс первым стал называть
словом «car» описываемый управляемый объект.

Эта модель часто называется “simplified unicycle” и используется при рассмот-
рении движений самолёта в горизонтальной плоскости с постоянной скоростью и
малыми углами крена (см. например, [6, глава 4, раздел 8.4], [7]). Такая модель
также применяется при упрощенном описании движения наземных управляемых
колесных “тележек” [8] и автономных подводных аппаратов [9]. Перечень содержа-
тельных задач на плоскости, математическое описание которых (после некоторых
преобразований) сводится к модели Дубинса, имеется в книге [10].

Литература, посвящённая решению конкретных задач управления с использова-
нием “Dubins car”, огромна. Наиболее популярны различные варианты задачи быст-
родействия [11–16] в том числе с фазовыми ограничениями. Задачи быстродействия
с требованием прохождения через заданные точки рассмотрены в работах [17–20].
Синтез оптимального по времени управления для машины Дубинса при стандартном
трёхмерном условии окончания представлен в статье [7]. Рассматриваются задачи о
возможности удлинения кривых, решающих задачу быстродействия с трёхмерным
условием окончания, на некоторый промежуток времени [21]. В некоторых работах
(см., например, [22–24]) исследуются решения близких к игровым задач преследо-
вания, где догоняющий объект обладает динамикой машины Дубинса. Изучается
связь стандартной задачи о переводе объекта за наименьшее время на заданное мно-
жество в пространстве геометрических координат с решением дифференциальной
игры “шофёр-убийца” [25–27].

Заслуживает внимания также работа [28], в которой автомобиль Дубинса нашел
неожиданное применение для гибких манипуляторов.

Ограничение на управляющее воздействие не обязательно имеет вид u ∈ [−1, 1].
Более общий вариант записывается в виде u ∈ [u1, u2]. Для случая u1 < 0, u2 > 0
синтез управления в задаче быстродействия построен в работе [29]. Исследуются и
другие модели движения, описание которых явно идёт от машины Дубинса, но явля-
ется более сложным [10, глава 13], [30–33]. При этом часто структура оптимальных
управлений наследует оптимальную структуру аналогичной задачи с динамикой ма-
шины Дубинса (см., например, работу [34]).

Множество достижимости в момент tf при оговоренном начальном фазовом со-
стоянии в момент t0 есть совокупность всех фазовых состояний, в каждое из кото-
рых можно перевести систему при помощи некоторого допустимого программного
управления точно в момент tf . Множество достижимости в момент tf отличается от
множества достижимости к моменту. Последнее состоит из фазовых состояний, в
каждое из которых возможен перевод в некоторый момент из промежутка [t0, tf ].

Для численного построения трёхмерных множеств достижимости можно исполь-
зовать сеточные методы, разработанные в рамках теории дифференциальных игр и
уравнений Hamilton-Jacobi-Bellman в частных производных. Примеры таких постро-
ений приведены в работах [35–38].

В статье исследуется множество достижимости в момент tf . Обозначим его G(tf ).
Для ограничения u∈[−1, 1] приводится аналитическое описание границы двумерных
сечений Gϕ(tf ) множества G(tf ) по угловой координате ϕ. Такие ϕ-сечения, вообще
говоря, являются невыпуклыми и могут быть неодносвязными. Их структура зави-
сит от момента tf и значения ϕ. Описание двумерного множества достижимости в
момент в геометрических координатах x, y (то есть, проекция трёхмерного множе-
ства G(tf ) на плоскость x, y) было получено в работе [39].
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Представленные в данной статье результаты базируются на утверждениях из
статьи [40], в которой на основе принципа максимума Понтрягина [41, 42] доказа-
ны утверждения о 6 типах кусочно-постоянного программного управления. Только
этими типами можно ограничиться при построении границы множества G(tf ). Вы-
деленные типы в главном совпадают c вариантами, полученными Л.Дубинсом в
работе [1].

Используя 6 типов программного управления, анализируем при зафиксирован-
ном tf концы соответствующих движений, реализующие заданное значение ϕ. Тем
самым в ϕ-сечении множества G(tf ) выделяем набор кривых, на основе которых
строим границу ϕ-сечения. При ϕ>0 рассматриваем 5 различных случаев форми-
рования границы ϕ-сечения. Анализ некоторых из этих случаев является весьма
трудоёмким.

Статья организована следующим образом. В разд. 2 даётся постановка задачи.
В разд. 3 приводятся сведения о 6 типах экстремальных движений, используемых
при построении границы множества достижимости G(tf ). Для ϕ>0 выводятся фор-
мулы кривых в ϕ-сечениях, порождаемых экстремальными движениями. Рассматри-
вается вспомогательная система координат, более удобная, чем исходная, для анали-
за свойств кривых в ϕ-сечениях. Описываются кривые, из участков которых состав-
ляется граница ϕ-сечений. Анализируются свойства этих кривых. В частности, уста-
навливается, что две кривые представляют собой участки эвольвент круга. Разд. 4
посвящён утверждениям об экстремальных движениях, ведущих во внутренность
множества G(tf ). Вспомогательные утверждения, опирающиеся на теорему Жорда-
на, приведены в разд. 5. В разд. 6. даётся классификация ϕ-сечений в зависимости
от значений tf и ϕ. Все возможные варианты разбиты на 5 случаев. В разд. 7–10
даётся детальный разбор каждого из этих случаев. Особый интерес представляет
случай 2, для которого ϕ-сечения не являются односвязными. В разд. 12 описывает-
ся свойство симметрии, которое позволяет находить ϕ-сечения при ϕ < 0, опираясь
на построенные ϕ-сечения для ϕ>0.

2 Постановка задачи

Рассмотрим управляемую систему

ẋ = cosϕ, ẏ = sinϕ, ϕ̇ = u; u ∈ [−1, 1]. (1)

Здесь x, y — координаты геометрического положения на плоскости, u — скалярное
управление. Условимся, что положительное значение угла ϕ отсчитывается от по-
ложительного направления оси x против часовой стрелки (рис. 1). Фазовый вектор
(x, y, ϕ)T системы (1) обозначим через z.

 

 

Рис. 1: Система координат, V = (ẋ, ẏ)T
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В качестве начального состояния в момент t0 = 0 полагаем x0 = y0 = ϕ0 = 0.
Величину угла ϕ в момент t подсчитываем в виде интеграла∫ t

0

u(τ)dτ

от реализовавшегося на промежутке [0, t] программного управления. Таким обра-
зом, ϕ ∈ (−∞, +∞). В качестве допустимых программных управлений принимаем
измеримые функции времени, удовлетворяющие ограничению на управление u.

Множество достижимостиG(tf ) определим как совокупность всех фазовых состо-
яний системы (1), которые можно получить в момент tf при переборе всех допусти-
мых измеримых программных управлений на промежутке [0, tf ]. Выбор измеримых
управлений в качестве допустимых обусловлен желанием говорить о замкнутости
множества достижимости G(tf ) в рамках постановки задачи.

Символом Gϕ(tf ) обозначим ϕ-сечение множества G(tf ):

Gϕ(tf ) = {(x, y)T : (x, y, ϕ)T ∈ G(tf )}.

Цель работы – получить аналитическое описание ϕ-сечений.
Символ ∂ будет означать границу множества, символ int – внутренность. Отме-

тим, что если некоторая точка P принадлежит ∂Gϕ(tf ), то точка (P, ϕ)T принадле-
жит ∂G(tf ). Обратное, вообще говоря, неверно.

3 Свойства кривых, порождаемых экстремальными
движениями

3.1 Типы экстремальных движений

Мы применяем принцип максимума Понтрягина (ПМП) для программных управ-
лений, переводящих систему (1) на границу множества достижимости. При этом
устанавливаем, что для любой точки на границе существует некоторое кусочно-
постоянное управление, ведущее в эту точку. Соответствующие выкладки приве-
дены в [40, 43]. Показано, что в любую точку на границе трёхмерного множества
G(tf ) можно попасть при помощи программного управления, принимающего зна-
чения в трёхэлементном множестве {−1, 0, 1} и имеющего не более двух моментов
переключения. Были выделены 6 типов управлений, которыми можно ограничиться
при исследовании границы.

Перечислим эти 6 типов. Моменты переключения обозначим через t1 и t2. Счи-
таем, что t0 = 0 , tf > 0 and t0 6 t1 6 t2 6 tf .

Любое управление типа U1 принимает значение u = 1 на некотором первом ин-
тервале [0, t1) времени, значение u = 0 на некотором втором интервале [t1, t2) и
значение u = 1 на третьем промежутке [t2, tf ]. Если один или два из указанных про-
межутков отсутствуют, то полученное управление также относим к типу U1. Типы
U2 − U6 определяются аналогично. Отмечая значения управления на каждом из
трёх промежутков, соответствующую таблицу запишем в виде

U1 : 1, 0, 1; U2 : −1, 0, 1; U3 : 1, 0,−1;
U4 : −1, 0,−1; U5 : 1,−1, 1; U6 : −1, 1,−1.

(2)
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Указанные типы управлений совпадают с теми, что были выделены Л.Дубинсом
в работе [1] для решения задачи быстродействия. По отношению к управлениям ти-
па U5 и U6 в работе Л.Дубинса оговорены дополнительные условия, специфические
именно для задачи быстродействия. В задаче о построении границы множества до-
стижимости G(tf ) дополнительное требование для управлений типа U5 и U6 имеет
следующий вид [40, стр. 11]:

t2 − t1 > (t1 − t0) + (tf − t2). (3)

В [40] показано, что при нарушении неравенства (3) программное управление типа
U5 или U6 ведет во внутренность множества достижимости G(tf ).

Поскольку управления U1−U6 удовлетворяют ПМП, мы называем их и соответ-
ствующие движения экстремальными. Для управлений U5 и U6 будем предполагать
в дальнейшем выполненным неравенство (3).

Для каждого типа возможно вырождение (сведение к нулю) одного или двух
интервалов постоянства управления. Формально такие управления будем относить
к более чем одному типу управлений U1− U6, задаваемых в (2).

Совокупность возможных значений ϕ системы (1) в момент tf > 0 определяется
ограничением u∈ [−1, 1] и представляет собой отрезок [−tf , tf ]. Крайние значения
ϕ = ∓tf реализуются на управлениях u(t)≡∓1. Получаем одноточечные ϕ-сечения
с координатами x(tf ) = sin tf , y(tf ) = ∓(1− cos tf ).

При ϕ > 0 на границу ∂Gϕ(tf ) соответствующего ϕ-сечения могут вести управле-
ния только четырёх (U1, U2, U3, U6) из шести типов, указаных в (2). Действительно,
любое управление типа U4 даёт в момент tf значение ϕ 6 0. Для любого управления
типа U5 при ϕ > 0 нарушено условие (3). Подчеркнём, что для любого управления
типа U6 при ϕ>0 условие (3) выполнено.

Пусть ϕ = 0 в момент tf . Тогда управление типа U4 тождественно равно нулю
и может быть отнесено также и к типу U1. Рассмотрим теперь произвольное управ-
ление типа U5 c моментами переключения t1, t2. Имеем t0 6 t1 6 t2 6 tf и
t2 − t1 = (tf − t2) + (t1 − t0) . Сформируем управление типа U6 с переключениями в
моменты t∗1 = tf− t2 и t∗2 = t∗1+(t2− t1). Интегрируя систему (1), нетрудно убедиться,
что построенное управление типа U6 ведёт в ту же точку (x(tf ), y(tf ))

T, что и ис-
ходное управление типа U5. Стало быть, при ϕ = 0 управления типа U5 порождают
тот же набор точек (x, y)T в момент tf , что и управления типа U6.

Таким образом, справедлива следующая лемма.

Лемма 3.1. При ϕ ∈ [0, tf ) для построения границы ϕ-сечений множества
достижимости G(tf ) можно ограничиться четырьмя типами управлений U1, U2,
U3, U6.

Далее при исследовании ϕ-сечений подробные выкладки сделаны в предположе-
нии 0 6 ϕ < tf . Построенные ϕ-сечения с учётом симметрии системы (1) опре-
деляют ϕ-сечения для условия −tf < ϕ < 0 при помощи некоторого линейного
преобразования.

3.2 Формулы в исходных координатах для кривых в ϕ-сечениях

Фиксируя некоторое значение ϕ в момент tf > 0, получаем связь между момента-
ми переключения t1 и t2, обеспечивающую данное ϕ. Тем самым для каждого типа
управления, реализующего выбранное ϕ, получаем соответствующую однопарамет-
рическую кривую на плоскости x, y.
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Считаем, что ϕ > 0. В соответствии с Леммой 3.1 для построения границы
ϕ-сечений используем управления типа U1, U2, U3, U6.

Введём обозначение θ = (tf − ϕ)/2. Очевидно, что при ϕ ∈ [0, tf ) выполнены
неравенства θ > 0, θ + ϕ > 0.

Приведём формулы, описывающие геометрические положения на плоскости x, y в
силу управлений U1, U2, U3, U6 при выбранных значениях tf и ϕ. Соответствующие
одномерные параметры s1, s2, s3, s6 определим с помощью формул

s1 = 2t1 − ϕ, s2 = −t1, s3 = t1 − ϕ, s6 = 2t1 − θ. (4)

Диапазоны допустимых значений этих параметров возьмём (отмечая начальные и
конечные значения) в виде

s1 ∈
[
sb1, s

e
1

]
= [−ϕ, ϕ ] , s2 ∈

[
sb2, s

e
2

]
= [−θ, 0 ] ,

s3 ∈
[
sb3, s

e
3

]
= [ 0, θ ] , s6 ∈

[
sb6, s

e
6

]
= [−θ, θ ] .

(5)

Интегрируя систему (1) для рассматриваемых четырёх типов управлений, мы
получаем четыре кривые на плоскости x, y:

xU1
(s1)

y
U1
(s1)

 =

 sinϕ

1− cosϕ

+ (tf − ϕ)


cos

(
s1 + ϕ

2

)

sin

(
s1 + ϕ

2

)
 , (6)

xU2
(s2)

y
U2
(s2)

 =

 sinϕ

1−cosϕ

+2

(θ + s2)

cos s2

sin s2

−
 sin s2

1−cos s2


 , (7)

xU3
(s3)

y
U3
(s3)

 = −

 sinϕ

1−cosϕ

+2

(θ − s3)

cos (s3 + ϕ)

sin (s3 + ϕ)

+

 sin (s3 + ϕ)

1−cos (s3 + ϕ)


 , (8)

xU6
(s6)

y
U6
(s6)

 = −

 sinϕ

1−cosϕ

+4 sin

(
tf + ϕ

4

)
cos

(
ϕ−s6
2

)

sin

(
ϕ−s6
2

)
. (9)

В работе [44] были получены другие, но эквивалентные формулы параметри-
ческого представления указанных кривых в исходной системе координат x, y. Там
они были использованы для аналитического описания ϕ-сечений в предположении
tf 6 2π. Соотношения (6) – (9) являются более компактными и более эффективными
для анализа ϕ-сечений при любом значении tf > 0.
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3.3 Вспомогательная система координат

Будем использовать, как и в работе [44], вспомогательную ортогональную систе-
му координат. Она удобна для выявления свойств симметрии границы ϕ-сечений.
Определим вспомогательную систему X, Y через исходную систему x, y следующим
образом: X

Y

 =

 cos (ϕ/2) sin (ϕ/2)

− sin (ϕ/2) cos (ϕ/2)



x
y

−
 sinϕ

1− cosϕ



.

(10)

При фиксированном ϕ данное линейное преобразование состоит из поворота и сдви-
га. Оно является взаимно-однозначным и сохраняет расстояние между точками.

Ось X вспомогательной системы проходит через начало отсчета исходной систе-
мы (точка o) и развёрнута на угол ϕ/2 против часовой стрелки относительно оси
x (рис. 2). Начало отсчёта вспомогательной системы (точка O) совпадает с центром
окружности, содержащей дугу (6). Ось X делит данную дугу пополам.

Рис. 2: Вспомогательная система координат X, Y

Кривые (6), (7), (8), (9), порождаемые управлениями U1, U2, U3, U6, обозначим
во вспомогательной системе через А1, А2, А3, А6. Их аналитическое представление
имеет вид

A1(s1) =

XU1
(s1)

Y
U1
(s1)

= (tf − ϕ)

cos
(s1
2

)
sin
(s1
2

)
 = 2θ

cos
(s1
2

)
sin
(s1
2

)
 , (11)

A2(s2) =

XU2
(s2)

Y
U2
(s2)

= 2 (θ + s2)

cos
(
s2−

ϕ

2

)
sin
(
s2−

ϕ

2

)
− 4 sin

(s2
2

)cos
(s2
2
− ϕ

2

)
sin
(s2
2
− ϕ

2

)
 , (12)

A3(s3) =

XU3
(s3)

Y
U3
(s3)

= 2 (θ − s3)

cos
(
s3 +

ϕ

2

)
sin
(
s3 +

ϕ

2

)
+ 4 sin

(s3
2

)cos
(s3
2
+
ϕ

2

)
sin
(s3
2
+
ϕ

2

)
 , (13)
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A6(s6) =

XU6
(s6)

Y
U6
(s6)

=−4

sin
(ϕ
2

)
0

+ 4 sin

(
tf + ϕ

4

)
cos

(
−s6
2

)
sin

(
−s6
2

)
 . (14)

Параметры s1, s2, s3, s6 и соответствующие диапазоны их изменения определены в
(4), (5).

Дальнейший анализ ϕ-сечений множества достижимостиG(tf ) будет проводиться
во вспомогательной системе координат.

3.4 Простейшие свойства кривых A1, A2, A3, A6

Кривые A1 и A6 представляют собой дуги окружностей. Каждая из них симметрич-
на относительно оси X, поскольку справедливы соотношения

XU1(s1) = XU1(−s1), YU1(s1) = −YU1(−s1);

XU6(s6) = XU6(−s6), YU6(s6) = −YU6(−s6).

Центр окружности, дугой которой является кривая А1, совпадает с началом вспо-
могательной системы координат. Радиус RA1 окружности подсчитывается по фор-
муле

RA1 = 2θ = tf − ϕ. (15)

Угловой размах дуги A1 равен ϕ. Поэтому при ϕ∈ [0, 2π) кривая А1 не имеет самопе-
ресечений. При ϕ > 2π кривая А1 охватывает всю окружность. В точки “перехлёста”
можно попасть при различных значениях параметра s1, отличающихся на 4π. Если
ϕ = 0, то кривая А1 вырождается в точку (tf , 0)

T. Обозначим символом CA1 круг
радиусом RA1 с центром в начале отсчёта вспомогательной системы координат.

Центр окружности, дугой которой является кривая А6, находится в точке

H = −4 (sin (ϕ/2), 0)T , (16)

расположенной на оси X. Радиус RA6 окружности равен

RA6 = 4 |sin ((tf + ϕ)/4)| . (17)

Его величина зависит от tf , ϕ и становится нулевой, когда (tf+ϕ) кратно 4π. Угловой
размах дуги A6 равен θ. Если (tf + ϕ) < 4π, то θ < 2π и кривая А6 не имеет
самопересечений. Символом CA6 обозначим круг радиусом RA6 с центром в точке H.

Кривые A2 и A3 взаимно симметричны относительно оси X. Это свойство опре-
деляется равенствами

XU2(s2) = XU3(s3), YU2(s2) = −YU3(s3) (18)

которые справедливы для любых значений параметров s2 = −s3 из диапазонов (5).
Проанализируем вырожденность участков постоянства управлений типа U3, об-

разующих кривую А3. Первый участок является невырожденным при s3 > 0, по-
скольку в силу (4) и (5) имеем t1 = ϕ + s3 > 0. Длительность второго участка
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определяется формулой t2 − t1 = tf − ϕ − 2s3 . Она обращается в нуль только при
s3 = (t1 − ϕ)/2 = θ, то есть в последней точке кривой А3. Длительность третьего
участка равна tf − t2 = s3. Следовательно, третий участок вырождается только в
начальной точке кривой А3. Таким образом, ни один из участков постоянства управ-
ления не является вырожденным для внутренних точек кривой А3. Аналогичное
свойство справедливо для кривой А2.

На рис. 3 показана кривая А3, соответствующая ϕ = 0.3π и tf = 2.7π. Для
нескольких значений параметра s3 пояснён геометрический способ построения то-
чек A3(s3) с помощью управлений типа U3. Движения выходят из начальной точки
o с направлением, указанным стрелкой. На промежутке [0, t1) каждое движение идёт
при u = +1 по пунктирной окружности против часовой стрелки. Затем оно продол-
жается на промежутке [t1, t2) прямолинейным движением при u = 0. Третий уча-
сток на [t2, tf ] соответствует движению по дуге окружности при u = −1 по часовой
стрелке.
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Рис. 3: Формирование кривой А3 посредством управлений типа U3

Рассмотрим кривые А1, А2, А3, А6 в последовательности A1, A3, A6, A2 с обхо-
дом их по возрастанию параметров s1, s2, s3, s6. При крайних значениях параметров
имеем

A1(se1) = A3(sb3), A3(se3) = A6(sb6), A6(se6) = A2(sb2), A2(se2) = A1(sb1).

Перечисленные точки стыковки обозначим P1,3, P3,6, P2,6, P1,2. В результате склейки
получаем непрерывную кусочно-гладкую замкнутую кривую, которую обозначим
символом Aϕ(tf ).

В силу Леммы 3.1 граница ϕ-сечения при ϕ ∈ [0, tf ) является подмножеством
кривой Aϕ(tf ). При выделении участков кривых А1, А3, А6, А2, которые образуют
границу ϕ-сечения, существенную трудность составляет наличие самопересечений
кривой Aϕ(tf ).

9



На рис. 4 даны примеры кривой Aϕ(tf ). Точки сочленения кривых А1, А3, А6, А2
отмечены рисками. Для значений tf = 3π и ϕ = 0.4π (Fig. 4a) кривая Aϕ(tf ) не имеет
самопересечений. Для значений tf = 10π и ϕ = 0.4π (Fig. 4b) точек самопересечения
много. При изменении s6 в диапазоне [−θ; θ] точки А6(s6) идут по границе круга CA6

по часовой стрелке от точки стыковки с кривой А3 до точки стыковки с кривой А2.
При этом на рис. 4b точка А6(s6) делает более двух оборотов.
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Рис. 4: Два вида кривой Aϕ(tf ) для tf = 3π, ϕ = 0.4π (a) и tf = 10π, ϕ = 0.4π (b)

Структура кривой Aϕ(tf ) (при фиксированном ϕ) усложняется с ростом tf .
Далее в этом разделе будет исследовано расположение кривых А1, А2, А3, А6 на

плоскости X, Y .

3.5 Кривые А2 и А3 – участки эвольвент круга

Каждая из кривых A2 и A3 является частью эвольвенты круга. Покажем это для
кривой A2. Перепишем уравнение (12) для кривой A2 в эквивалентном виде, исполь-
зуя тригонометрическое преобразование последнего слагаемого:

A2(s2) = 2 (θ + s2)

cos
(
s2−

ϕ

2

)
sin
(
s2−

ϕ

2

)
+ 2

− sin
(
s2−

ϕ

2

)
cos
(
s2−

ϕ

2

)
− 2

sin
(ϕ
2

)
cos
(ϕ
2

)
 . (19)

Каноническую форму параметрического представления эвольвенты круга возь-
мём в следующем виде (см. [45, стр. 252, формула (1)], [46, §11, стр. 43]):

x1 = r cos τ + rτ sin τ,

x2 = r sin τ − rτ cos τ.
(20)

Здесь x1, x2 – прямоугольные координаты, τ > 0 – параметр. Радиус основной
окружности равен r, её центр расположен в начале координат. Эвольвента при τ = 0
выходит из точки (0, r)T.
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Представим кривую A2, заданную формулой (19), в виде (20) с помощью опера-
ций поворота и сдвига. Сдвиг реализуется третьим слагаемым в (19), оно не зависит
от s2. Далее сделаем замену переменных τ = θ + s2, τ ∈ [0, θ]. После этого первые
два слагаемых в (19) (после их перестановки) запишутся следующим образом:

2

− sin
(
τ − θ − ϕ

2

)
cos
(
τ − θ − ϕ

2

)
+ 2τ

cos
(
τ − θ − ϕ

2

)
sin
(
τ − θ − ϕ

2

)
 . (21)

Введём матрицу поворота  cosψ sinψ

− sinψ cosψ


и умножим её на вектор (21). Полагая ψ =

π

2
−θ−ϕ

2
, получим для (21) представление

вида (20):

2

cos τ

sin τ

+ 2τ

 sin τ

− cos τ

 .

Таким образом, кривая A2 есть начальный участок эвольвенты круга. Как след-
ствие, она не имеет самопересечений. Центр основной окружности расположен в
точке 2 (− sin (ϕ/2), − cos (ϕ/2) )T , её радиус равен 2. Начальная точка эвольвенты
соответствует значению параметра s2 = −θ.

Кривая А3 симметрична кривой А2 и также представляет собой начальный
участок эвольвенты круга. Для неё радиус основной окружности такой же, как
и для кривой А2, а её центр находится в симметричной относительно оси X
точке 2 (− sin (ϕ/2), cos (ϕ/2) )T .

Заметим, что точка O начала координат вспомогательной системы X, Y всегда
принадлежит обеим основным окружностям.

На рис. 5 для tf = 2.5π и ϕ = π/3 показаны основные окружности, соответ-
ствующие эвольвентам А3 и А2. Точечные прямые линии порождают точки кривой
А3 (соответственно, кривой А2) в виде точек эвольвенты круга. Изображены также
кривые А1 и А6.

Подчеркнём, что точечные линии, ведущие к кривой А3 или кривой А2 не яв-
ляются траекториями системы (1) из начальной фазовой точки x0 = y0 = ϕ0 = 0
и не удовлетворяют краевому условию по ϕ при попадании на кривую А3 или на
кривую А2.
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Рис. 5: Представление кривых А3 и А2 в виде эвольвент

3.6 Взаимное расположение кривых A1, A2, A3, A6

Обозначим символом R1,6(s6) расстояние от центра кривой А1 (он совпадает с на-
чалом координат вспомогательной системы) до точек кривой A6. Пусть R6,1(s1),
R6,2(s2), R6,3(s3) — соответственно расстояния от центра H кривой А6 до точек кри-
вых A1, A2, A3.

Используемые здесь обозначения поясняются на рис. 6, просчитанному для
tf = 2.4π и ϕ = 0.8π.

1) Начнём с анализа взаимного расположения кривых A1, A6. Покажем, что
выполнено соотношение

(RA1)
2 − (R1,6(s6))

2 > 0, s6 ∈
[
sb6, s

e
6

]
= [−θ, θ ] . (22)

Поэтому кривая A6 принадлежит intCA1.
В силу формул (11) и (14) получаем (RA1)

2 − (R1,6(s6))
2 = 4D1,6(s6), где

D1,6(s6) = θ2 − 4 sin2
(ϕ
2

)
+ 8 sin

(ϕ
2

)
sin

(
ϕ+ θ

2

)
cos
(s6
2

)
− 4 sin2

(
ϕ+ θ

2

)
.

Знак неравенства (22) определяется выражением для D1,6(s6).
Видно, что D1,6(s6) > 0, если θ > 4. Пусть теперь 0 < θ6 4. Учитывая диапа-

зон возможных значений s6, имеем −2 6 − θ/2 6 s6/2 6 θ/2 6 2. Следовательно,
cos (θ/2) 6 cos (s6/2) 6 cos (0) = 1. Выражение cos (s6/2) входит линейно в опре-
деление функции D1,6(s6). Поэтому её минимум достигается либо при s6 = 0, либо
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Рис. 6: Пояснение обозначений при исследовании взаимного расположения кривых
А1, А2, А3, А6

при s6 = ±θ. Учитывая чётность функции D1,6(s6), условие D1,6(s6) > 0 достаточно
проверить лишь для двух значений s6 = 0 и s6 = θ.

С использованием тригонометрических преобразований получаем

D1,6(0) = θ2 − 4 sin2
(ϕ
2

)
+ 8 sin

(ϕ
2

)
sin

(
ϕ+ θ

2

)
− 4 sin2

(
ϕ+ θ

2

)

= θ2 − 4 sin2

(
θ

2

)
= 4

((
θ

2

)2

− sin2

(
θ

2

))
> 0 ,

D1,6(θ) = θ2 − 4 sin2
(ϕ
2

)
+ 8 sin

(ϕ
2

)
sin

(
ϕ+ θ

2

)
− cos

(
θ

2

)
− 4 sin2

(
ϕ+ θ

2

)
= θ2 − 4

(
sin
(ϕ
2

)
− sin

(
ϕ+ θ

2

))2

= θ2 − 4

(
2 sin

(
θ

4

)
cos

(
θ

4
+
ϕ

2

))2

> θ2 − 16 sin2

(
θ

4

)
> 0.
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Таким образом, при ϕ ∈ [0, tf ) неравенство D1,6(s6) > 0 выполнено для всех
s6∈

[
sb6, s

e
6

]
= [−θ, θ ]. Это означает, что A6 ⊂ intCA1. Как следствие, получаем, что

дуги A1 и A6 не имеют общих точек.
2) Опишем стыковку кривых А2 и А3 с кривой А1.
Радиус кривизны эвольвенты в текущей точке есть расстояние от неё по произ-

водящей прямой до точки касания прямой с основной окружностью [45, стр. 252].
Для эвольвенты А3 при текущем значении параметра s3 точка касания произво-

дящей прямой с основной окружностью есть вектор, представляющий собой второе
слагаемое в правой части формулы (13). Радиус кривизны кривой A3 в текущей точ-
ке есть модуль первого слагаемого в (13), то есть, 2 (θ − s3). Для начальной точки
кривой А3 (при s3 = 0) точка касания производящей прямой с основной окружно-
стью совпадает с началом кординат плоскости X, Y , а радиус кривизны равен 2θ.
Окружность, на которой лежит дуга А1, имеет такой же центр и такой же радиус.
Следовательно, кривые А1 и А3 гладко стыкуются с совпадением кривизны. По-
скольку на эвольвенте А3 радиус кривизны монотонно уменьшается с ростом s3, то
вся кривая А3, за исключением начальной точки, принадлежит intCA1 [47, теоре-
ма 2]. Отсюда следует, что кривые А1 и А3 имеют лишь одну общую точку (точку
стыковки P1,3).

Аналогично, в силу симметрии, кривая А2, за исключением точки P1,2 (точка
стыковки с кривой А1), принадлежит intCA1.

3) Для оценки взаимного расположения кривых A2 и A6 рассмотрим функцию
s2→ (R6,2(s2))

2. Исходя из (12) и (14), имеем

(R6,2(s2))
2 = 4

(
(θ+s2)

2+
(
2 sin

(s2
2

))2
+
(
2 sin

(ϕ
2

))2
− 4 (θ+s2) sin

(s2
2

)
cos
(s2
2

)
+ 4 (θ + s2) cos

(
s2 −

ϕ

2

)
sin
(ϕ
2

)
− 8 sin

(s2
2

)
cos
(
s2 −

ϕ

2

)
sin
(ϕ
2

))
.

Подставив s2 = sb2 = −θ, получим

(R6,2(−θ))2 = 4

(
2 sin

(
ϕ+ θ

2

))2

= (RA6)
2 .

Выразим производную функции (R6,2(s2))
2 по параметру s2:(

(R6,2(s2))
2)′

s2
= 8 (θ + s2)

(
1− cos (s2)− 2 sin

(
s2 −

ϕ

2

)
sin
(ϕ
2

))
.

После тригонометрических преобразований имеем(
(R6,2(s2))

2)′
s2
= 8 (θ + s2) (1− cos (s2 − ϕ)) > 0.

Полученное неравенство обращается в равенство лишь в конечном числе зна-
чений параметра s2. Стало быть, функция (R6,2(s2))

2 является строго монотонно
возрастающей по параметру s2. Поэтому при ϕ < tf для всех s2 ∈

(
sb2, s

e
2

]
справедли-

во неравенство R6,2(s2) > RA6. Аналогичное неравенство R6,3(s3) > RA6 выполнено
и для точек кривой A3.

4) Пусть 0 6 ϕ < 2π. Покажем, что кривая А1 лежит вне внутренности круга,
центр которого находится в точке H и радиус равен расстоянию от точки H до точек
P1,3 и P1,2.
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Квадрат расстояния от точки H до точки стыковки кривых А1 и А3 можно
вычислить по формуле

(R6,3(s3 = 0))2 = 4

(
θ2 +

(
2 sin

ϕ

2

)2
+ 2θ sinϕ

)
.

Квадрат расстояния от точки H до точек кривой А1 находим по формуле

(R6,1(s1))
2 =

(
XU1(s1) + 4sin

(ϕ
2

))2
+ (YU1(s1))

2

=
(
2θ cos

s1
2

)2
+ 16θ cos

s1
2
sin

ϕ

2
+
(
4 sin

ϕ

2

)2
+
(
2θ sin

s1
2

)2
.

Рассмотрим разность

(R6,1(s1))
2 − (R6,3(0))

2 = 16θ cos
s1
2
sin

ϕ

2
− 8θ sinϕ = 16θ sin

ϕ

2

(
cos

s1
2
− cos

ϕ

2

)
.

Учитывая неравенства −π < −ϕ/2 6 s1/2 6 ϕ/2 < π и свойства косинуса, по-
лучаем, что последний сомножитель записанной разности, как и сама разность, не
может быть меньше нуля.

Стало быть, минимум расстояния от точки H до точек кривой А1 реализуется в
точках P1,3 и P1,2, то есть, R6,1(−ϕ) = R6,1(ϕ) 6 R6,1(s1) для любых s1 ∈ [−ϕ, ϕ].

5) Докажем, что кривые А2 и А3 могут пересекаться лишь в точках на оси X.
Предположим противное, то есть, вне оси X нашлась точка пересечения кривых

А2, А3, и она соответствует некоторым параметрам s̃2 и s̃3. Кривые А2 и А3 сим-
метричны относительно оси X. Поэтому на кривой А3 есть точка, соответствующая
некоторому параметру ŝ3, для которой XU3(ŝ3) = XU2(s̃2), YU3(ŝ3) = −YU2(s̃2). По-
скольку YU3(ŝ3) = −YU3(s̃3) 6= 0, то ŝ3 6= s̃3. Таким образом, на кривой А3 получили
две разные точки, симметричные относительно оси X. Стало быть, они одинаково
удалены от любой точки на оси X, в частности, от точки H. Выше была установлена
строгая монотонность изменения расстояния от точки H до точек кривой А3. По-
этому точки кривой А3, задаваемые параметрами s̃3 и ŝ3, имеют разное расстояние
до точки H. Пришли к противоречию.

3.7 Перечень свойств кривых A1, A2, A3, A6

Подытожим свойства кривых A1, A2, A3, A6 на плоскости X, Y при 0 6 ϕ < tf .
1. Каждая из кривых A1 и A6 симметрична относительно оси X и представляет

собой дугу окружности, центр которой лежит на оси X. Раствор дуги может быть
больше 2π. Кривая A1 вырождается в точку только при ϕ = 0. Кривая A6 вырож-
дается в точку только когда (tf + ϕ) кратно 4π.

2. Каждая из кривых A2 и A3 представляет собой начальный участок эвольвенты
круга, следовательно, не имеет самопересечений.

3. Кривые A2 и A3 взаимно симметричны относительно оси X и могут пересе-
каться лишь в точках на этой оси.

4. Все внутренние точки кривой A2 (соответственно A3) порождаются управле-
ниями типа U2 (U3) с тремя невырожденными участками постоянства.

5. Расстояние R6,2(s2) от центра H круга CA6 до точки на кривой A2, определяе-
мой параметром s2, монотонно возрастает с ростом s2.
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6. Расстояние R6,3(s3) от центра H круга CA6 до точки на кривой A3, определяе-
мой параметром s3, монотонно убывает с ростом s3.

7. Кривые A2 и A3 гладко сопрягаются с кривой A1. Радиусы кривизны в точках
стыковки одинаковы.

8. Кривые A2, A3, за исключением точек стыковки с кривой A1, а также кривая
A6 целиком лежат во внутренности круга CA1.

9. Кривые A2, A3, за исключением точек стыковки с кривой A6, лежат вне
круга CA6.

10. При ϕ ∈ [0, 2π) расстояние от центра H круга CA6 до кривой A1 реализуется
в её крайних точках.

11. Склейка кривых A1, A2, A3, A6 образует кусочно-гладкую замкнутую кри-
вую, которая симметрична относительно оси X.

4 Вспомогательные утверждения об экстремальных
движениях, ведущих во внутренность множества

достижимости G(tf)

В статье [40] присутствовали утверждения, характеризующие экстремальные дви-
жения, ведущие во внутренность множества достижимости G(tf ). В данной работе
потребуются дополнительные утверждения на эту тему. При рассмотрении их бу-
дем использовать следующее важное свойство [40, 43]. Пусть некоторое управление
u∗(·) и соответствующее движение z∗(·) системы (1) удовлетворяют ПМП. Тогда, ес-
ли управление u∗(·) имеет более двух моментов переключения, то геометрические
положения (x∗(t), y∗(t))T в эти моменты лежат на одной прямой, которую называ-
ют прямой переключения. Кроме того, если управление u∗(·) имеет промежуток с
u∗(t) ≡ 0, то соответствующий участок прямолинейного движения на плоскости x, y
лежит на прямой переключения.

Докажем два утверждения об экстремальных движениях с циклами. Под циклом
понимаем участок движения с постоянным управлением u = ±1 и протяжённостью
больше или равной 2π.

Лемма 4.1. Пусть движение z(·) системы (1) с ϕ(tf ) > 0 порождается управле-
нием типа U2 или U3 с тремя невырожденными участками постоянства управления.
Если хотя бы один из двух крайних участков имеет длительность не меньше 2π, то
z(tf )∈ intG(tf ).

Доказательство. Из предположения о двух крайних интервалах постоянства
управления вытекает наличие “цикла”, по крайней мере, на одном из них.

Рассмотрим управление u(·) типа U3: u(t) = 1 на интервале t ∈ [0, t1), u(t) = 0
при t ∈ [t1, t2) и u(t) = −1 на интервале t ∈ [t2, tf ). Поскольку ϕ(tf ) > 0, то наличие
цикла на третьем интервале влечёт за собой наличие цикла и на первом интервале.
Поэтому достаточно рассмотреть лишь случай наличия цикла на первом интервале
(рис. 7a), то есть t1> 2π. Выберем момент времени t̂ ∈ (t2, tf ) так, чтобы t̂− t2 < 2π.
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Построим дополнительное движение z̃(·) с управлением

ũ(t) =



1, t∈ [ t0, t1 − 2π ),

0, t∈ [ t1 − 2π, t2 − 2π ),

−1, t∈ [ t2 − 2π, t̂− 2π ),

1, t∈ [ t̂− 2π, t̂ ),

−1, t∈ [ t̂, tf ].

Такое движение приходит в момент tf в ту же точку с тем же значением ϕ, что и
исходное движение (рис. 7a). При этом дополнительное движение в момент переклю-
чения t̂ не лежит на прямой переключения (по которой идёт движение при u = 0).
Стало быть, не выполнен ПМП. Поэтому z(tf )∈ intG(tf ).

Для кривой А2 утверждение справедливо в силу симметрии кривых А2 и А3. �

Рис. 7: Пояснение к доказательству Лемм 4.1 и 4.2

Лемма 4.2. Пусть движение z(·) системы (1) порождается управлением типа
U6. При этом некоторые два соседних участка постоянства управления являются
невырожденными. Если хотя бы один из них имеет длительность больше 2π, то
z(tf )∈ intG(tf ).

Доказательство. По предположению, имеем циклическое движение длитель-
ностью больше 2π на одном из двух невырожденных соседних участках (с посто-
янным управлением) исходного движения z(·). Переносим цикл длительностью 2π
с этого участка в любую внутреннюю точку невырожденного соседнего участка.
Получаем дополнительное движение z̃(·), идущее в ту же фазовую точку в момент tf ,
что и исходное движение z(·). Дополнительное движение имеет не менее 4-х последо-
вательных невырожденных участков постоянства управления со значениями ±1, то
есть, не менее трёх моментов переключения. В силу Леммы 3 из [40] дополнительное
движение ведёт в точку z̃(tf )∈ intG(tf ). Поэтому z(tf )∈ intG(tf ).

Доказательство поясняется на рис. 7b. Здесь на исходном движении невырож-
денными являются первый и второй участки. Цикл расположен на первом участке.
Этот цикл переносится на второй участок в точку

(
x(t̂), y(t̂)

)T исходного движения.
Получаем дополнительное движение с тремя моментами переключения. �
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Доказательство следующего утверждения является наиболее длинным.

Лемма 4.3. Пусть движение z(·) порождается управлением типа U3 и ведёт в
точку z(tf ) = (x(tf ), y(tf ), ϕ(tf ))

T, для которой ϕ(tf ) > 0. Предположим, что для
точки (x(tf ), y(tf ))

T после перевода её во вспомогательную систему X, Y выполне-
но неравенство Y (tf ) < 0. Кроме того, считаем, что все три участка постоянства
управления являются невырожденными, а длительность как первого, так и третьего
участков меньше 2π. Тогда z(tf )∈ intG(tf ).

Доказательство. Геометрическое положение движения в момент tf обозначим
символом E. Метод доказательства будет такой. Наряду с исходным движением, ве-
дущим в точку E с заданным значением ϕ в момент tf , построим дополнительное
движение, ведущее из той же начальной точки в точку E при тех же значени-
ях ϕ и tf . Дополнительное движение будет построено так, что для него не будет
выполнен ПМП. Следовательно, z(tf )∈ intG(tf ).

1) По предположению, управление типа U3 имеет три невырожденных участка со
значениями 1, 0,−1. Точки геометрического положения в моменты переключения
t1 и t2 обозначим B и D (рис. 8 – 10). Окружность, по которой движение идёт на
промежутке [0, t1], будем называть первой (отмечена символом С1), а окружность с
движением на промежутке [t2, tf ] – второй (отмечена символом С2). Исходная систе-
ма координат обозначена через x, y, вспомогательная – через X, Y . Точка O – начало
координат вспомогательной системы. Ось X вспомогательной системы проходит че-
рез начальную точку движения и составляет угол ϕ/2 с направлением оси x. Угол
отсчитывается от оси x против часовой стрелки. Точка E по предположению рас-
положена ниже оси X. Вектор направления движения в точках O и E составляет
угол ϕ/2 с осью X (отсчитывается от оси X против часовой стрелки).

 

Рис. 8: Дополнительное движение при условии β < ϕ/2
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Рис. 9: Дополнительное движение при условии β > ϕ/2

2) Поскольку ϕ > 0 и исходное движение есть движение типа U3, то t1 > ϕ.
Для момента t = ϕ соответствующее геометрическое положение в координатах x, y
описывается соотношением (x(t), y(t))T = (sinϕ, 1− cosϕ)T. Из формулы (10) видно,
что такая точка совпадает с точкой O.

Рассмотрим прямую EO с направлением от E к O. Пусть β – угол, составляе-
мый этой прямой с осью X. Угол отсчитываем против часовой стрелки от оси X.
Поскольку точка E лежит ниже оси X, то β ∈ (0, π). Помимо точки O прямая EO,
вообще говоря, имеет вторую точку пересечения с первой окружностью. Обозначим
такую точку символом E2. При β = ϕ/2 прямая EO касается первой окружности.
В этой ситуации мы полагаем E2 = O.

Обозначим символом ξ центральный угол первой окружности, опирающийся на
дугу oE2, соответствующую повороту от точки o до точки E2. Покажем, что ξ = 2β.
Если β = ϕ/2, то равенство ξ = 2β выполнено по построению. Теперь рассмотрим
два варианта: β < ϕ/2 (рис. 8) и β > ϕ/2 (рис. 9). В первом из них равенство ξ = 2β
следует из того, что вписанный в первую окружность угол с вершиной в точке O и
опирающийся на дугу oE2, равен β. Во втором варианте рассмотрим центральный
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угол первой окружности, соответствующий повороту от точки O до точки E2. Он
равен ξ−ϕ. Соответствующий вписанный угол с вершиной в точке O равен β−ϕ/2.
Поэтому ξ − ϕ = 2(β − ϕ/2). Стало быть, ξ = 2β.

3) Покажем, что 2β < t1. Опираемся на рис. 10.
Вращаем касательную к первой окружности по часовой стрелке, начиная с каса-

ния в точке B, до прохождения её через точку E. Соответствующую точку касания
с первой окружностью обозначим через K.

 

Рис. 10: Иллюстрация к доказательству неравенства α > β

Угол α определим как угол, отсчитываемый от отрицательного направления оси
X против часовой стрелки до вектора из точки B в точку D (направление линейного
участка движения). Неравенство ϕ 6 t1 справедливо, поскольку исходное движение
получено в силу управления типа U3. Неравенство t1 < 2π выполнено по предпо-
ложению об отсутствии циклов на исходном движении. Учитывая дополнительно,
что точка E лежит ниже оси X, получаем диапазон допустимых значений α в виде
(0, 2π − ϕ/2).

Покажем, что α > β. Действительно, точка E не совпадает с точкой D , посколь-
ку на исходном движении нет вырожденных участков с постоянным управлением и
нет циклов. Следовательно, E 6= K и E 6= O . Поэтому углы γ1, γ2 определены
однозначно и выполнены неравенства γ1 > 0 и γ2 > 0. Кроме того, из рис. 10 видно,
что α = β + γ1 + γ2. Отсюда следует, что α > β.

Угол α может быть вычислен по формуле α = t1 − π − ϕ/2 (см. рис. 10). Из
неравенства α > β получаем t1 − π − ϕ/2 > β. Поскольку ϕ > 0 и 0 < β < π, имеем
t1 > t1 − ϕ/2 > β + π > 2β. Таким образом, выполнено неравенство 0 < 2β < t1.
Стало быть, точка E2 лежит на первом участке исходного движения.

4) Помимо окружностей C1 и C2 рассмотрим вспомогательные окружности C3
и C4 (рис. 8, 9). Окружность C3 (соответственно, C4) касается окружности C1 (C2)
в точке E2 (E). Окружности C2 и C3 не совпадают, поскольку прямолинейный
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участок исходного движения является невырожденным. Через середину отрезка
[E,E2] проведём перпендикуляр и обозначим его буквой χ. Введём угол γ3 между
направлением скорости движения в точке E и прямой EO. Угол γ3 отсчитывается от
прямой EO с положительным направлением отсчёта против часовой стрелке. Ана-
логично рассмотрим угол γ4 между направлением скорости движения в точке E2 и
прямой EO. Угол γ4 также отсчитывается от прямой EO, но с положительным на-
правлением отсчёта по часовой стрелке. На рис. 8 значения γ3 и γ4 положительные,
а на рис. 9 отрицательные.

Покажем, что γ3 = γ4. По построению имеем γ3 = ϕ/2 − β, γ4 = ϕ/2 − ξ + β.
Учитывая, что ξ = 2β, получаем γ4 = ϕ/2− β = γ3.

Из равенства γ3 = γ4 следует зеркальная симметрия расположения окружностей
C1 и C4, а также окружностей C3 и C2 относительно прямой ξ. При такой симметрии
внутренняя касательная BD к окружностям C1, C2 переходит в касательную B2D2

к окружностям C4, C3 (рис. 8, 9).
5) Введём дополнительное движение. Оно начинается в той же точке o и с тем же

направлением ϕ(t0) = 0, что и исходное движение. На начальном интервале длиной
2β дополнительное движение так же, как и исходное, идёт с управлением u = 1
до точки E2. Момент попадания в точку E2 обозначим t∗1. Имеем t∗1 = 2β. После
этого момента траектория дополнительного движения зеркально симметрична ис-
ходной траектории (рис. 8, 9) относительно прямой χ. А именно, на участке времени
от t∗1 до t∗2 = 2β + tf − t2 дополнительное движение идёт с управлением u = −1 по
окружности C3 по часовой стрелке от точки E2 до точки D2. На промежутке от t∗2
до t∗3 = 2β + tf − t1 движение идёт с нулевым управлением по отрезку прямой дли-
ной t∗3 − t∗2 = t2 − t1 от точки D2 до точки B2. Заключительный этап движения от
момента t∗3 до момента tf происходит с управлением u = 1 по окружности C4 против
часовой стрелки от точки B2 до точки E. Построенная кривая ведёт в ту же точку E
и с тем же направлением ϕ, что и исходная. Её длина совпадает с длиной исходной
кривой.

По предположению, на исходном движении есть три невырожденных промежутка
постоянства управления и отсутствуют циклы на первом и третьем участках. Учиты-
вая неравенство t1 > 2β > 0, получаем, что на дополнительном движении имеются
три момента переключения, удовлетворяющие неравенствам 0 < t∗1 < t∗2 < t∗3 < tf .
При этом на втором участке постоянства управления (движение от точки E2 до точ-
ки D2) нет циклов. Отсюда следует, что точки геометрического положения в момен-
ты переключения дополнительного движения не лежат на одной прямой. Последнее
противоречит ПМП. Поэтому z(tf )∈ intG(tf ). �

Замечание 1. Рис. 8 – 10, поясняющие доказательство Леммы 4.3, сделаны для
0 < ϕ < π. Если ϕ = 0, то рассматриваем только вариант β > ϕ/2 = 0. Сохраняются
все элементы доказательства, опирающиеся на рис. 9. Если π6ϕ < 2π, то имеем
дело только с вариантом β < ϕ/2. Это вытекает из того, что выполнено неравенство
β < π/2. Действительно, при β> π/2 длительность первого интервала постоянства
управления превышает 2π. Это противоречит предположению об отсутствии циклов
на исходном движении. При анализе варианта β < ϕ/2 сохраняются все элементы
доказательства, которые были сделаны со ссылкой на рис. 8.
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5 Утверждения о структуре ϕ-сечений

Доказательство формулируемых ниже Лемм 5.1 и 5.2 базируется на теореме
Жордана [48, 49], характеризующей разбиение плоскости непрерывной замкнутой
кривой S без самопересечений. По теореме Жордана множество R2\S состоит из
двух открытых, связных и непересекающихся компонент S+ (внешняя неограни-
ченная) и S− (внутренняя ограниченная). Кривая S является границей каждой из
этих компонент.

Леммы 5.1 и 5.2 используются в дальнейшем для построения границы ϕ-сечений.
Также в последующих разделах будет использована Лемма 5.3.

Лемма 5.1. Зафиксируем некоторые значения tf > 0 и ϕ ∈ [0, tf ). Пусть S –
непрерывная замкнутая кривая без самопересечений на плоскости x, y, в любую точ-
ку которой ведёт в момент tf с заданным значением ϕ хотя бы одно из управлений
типа U1, U2, U3, U6. Предположим, что множество S+ не содержит точек, образо-
ванных управлениями типа U1, U2, U3, U6 для оговоренных значений tf и ϕ. Тогда
S ⊂ ∂Gϕ(tf ) и

Gϕ(tf )∩S+ = ∅ . (23)

Доказательство. Покажем выполнение соотношения (23). От противного, пусть
в множестве S+ есть некоторая точка P ∈ Gϕ(tf ). Множество достижимости G(tf )
системы (1), а, стало быть, и его сечение Gϕ(tf ) ограничены. Выберем в неограничен-
ном множестве S+ некоторую точку Q /∈ Gϕ(tf ). Соединим точки P иQ непрерывной
кривой γ, целиком лежащей в S+. Это возможно за счёт связности множества S+.
В силу непрерывности на кривой γ найдётся точка E ∈ ∂Gϕ(tf ). В соответствии с
Леммой 3.1 в точку E ведёт хотя бы одно из управлений типа U1, U2, U3, U6. Но
это невозможно по предположению доказываемой леммы. Стало быть, E /∈ ∂Gϕ(tf ).
Пришли к противоречию, то есть исходное предположение о том, что P ∈Gϕ(tf ),
неверно. Таким образом, соотношение (23) установлено.

Имеем S = ∂S+, и (по условию леммы) в любую точку кривой S ведёт некоторое
допустимое управление. С учётом (23) получаем, что S ⊂ ∂Gϕ(tf ). �

Лемма 5.2. Зафиксируем некоторые значения tf > 0 и ϕ ∈ [0, tf ). Пусть
S – непрерывная замкнутая кривая без самопересечений на плоскости x, y, в любую
точку которой ведёт в момент tf с заданным значением ϕ хотя бы одно из управ-
лений типа U1, U2, U3, U6. Предположим, что множество S− не содержит точек,
порождённых управлениями типа U1, U2, U3, U6 для оговоренных значений tf и ϕ.
Предположим также, что в множестве S− есть хотя бы одна точка F , которая не
принадлежит множеству Gϕ(tf ). Тогда S ⊂ ∂Gϕ(tf ) и Gϕ(tf ) ∩ S− = ∅.

Доказательство аналогично доказательству предыдущей леммы с заменой мно-
жества S+ на множество S− и точки Q на точку F .

Лемма 5.3. Зафиксируем некоторые значения tf > 0 и ϕ ∈ [0, tf ). Пусть дано
открытое связное множество M на плоскости геометрических координат x, y. Пред-
положим, что выполнено одно из условий: 1) в множестве M отсутствуют точки
кривых А1, А2, А3, А6, но есть хотя бы одна точка P ∈ intGϕ(tf ); 2) в множестве M
есть точки некоторых кривых А1, А2, А3, А6, и для всех таких точек, за исключе-
нием разве лишь одной, известно, что они принадлежат множеству intGϕ(tf ). Тогда
M ⊂ intGϕ(tf ).
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Доказательство. Пусть выполнено условие 1). Предположим, что вM есть хотя
бы одна точка K ∈ ∂Gϕ(tf ). С учётом Леммы 3.1 в эту точку ведёт хотя бы одно из
управлений типа U1, U2, U3, U6. Но тогда точка K лежит на одной из кривых А1,
А2, А3, А6, что противоречит условию 1). Следовательно, M ∩ ∂Gϕ(tf ) = ∅.

Предположим, что в множестве M есть некоторая точка L /∈ Gϕ(tf ). Соединим
точки L и P непрерывной кривой, принадлежащей M . Тогда на этой кривой будет
хотя бы одна точка из ∂Gϕ(tf ), что невозможно.

Таким образом, M ⊂ intGϕ(tf ).
Пусть выполнено условие 2). Обозначим символом E особую точку, о которой

говорится в этом условии. Рассмотрим множество V = M\{E}. Если точка E от-
сутствует, считаем V = M . Множество V является открытым и связным. Повторяя
использованную в первом абзаце доказательства схему рассуждений с учётом спе-
цифики условия 2), устанавливаем, что V ∩ ∂Gϕ(tf ) = ∅.

Из условия 2) с учётом непрерывности кривых А1, А2, А3, А6 следует суще-
ствование в множестве V некоторой точки F ∈ intGϕ(tf ). Предположим, что в
множестве V есть точка L /∈ Gϕ(tf ). Соединяем точки L и F непрерывной кривой,
лежащей в V . Тогда на данной кривой найдётся точка из ∂Gϕ(tf ), что невозможно.
Стало быть, V ⊂ intGϕ(tf ).

Поскольку открытые, связные множества V и M различаются разве лишь одной
точкой E, то M ⊂ intGϕ(tf ). �

6 Классификация ϕ-сечений при ϕ > 0

Форма ϕ-сечений определяется значениями ϕ и tf . Будем предполагать, что tf > 0
и ϕ ∈ [0, tf ]. Выделим в пространстве значений (ϕ, tf ) пять множеств. Соответ-
ственно, рассматрим пять случаев

Case 1: 0 6 ϕ < tf , tf < 4π − ϕ, tf < 3π + 2 cos (ϕ/2). (24)

Case 2: 0 6 ϕ < π, tf < 4π − ϕ, tf > 3π + 2 cos (ϕ/2). (25)

Case 3: 0 6 ϕ < 2π, tf > 4π − ϕ. (26)

Case 4: 2π 6 ϕ < tf . (27)

Case 5: ϕ = tf . (28)

Установим, что любая точка (ϕ, tf ), удовлетворяющая условиям tf > 0 и 06ϕ6 tf ,
попадает в одно и только в одно из указанных множеств.

Если ϕ = tf , то точка (ϕ, tf ) принадлежит множеству 5 (случай 5). При этом
очевидно, что точка (ϕ, tf ) не попадает в множества 1 и 4. Из первого и третьего
условий (25) в случае 2 следует, что tf > 3π; в то же время ϕ < π. В случае 3 имеем
tf > 2π. Таким образом, рассматриваемая точка не попадает в множества 1 – 4.

Из первых двух неравенств в (24) следует, что в случае 1 выполнено неравенство
ϕ < 2π. Поэтому при условии (27) точка (ϕ, tf ) попадает только в множество 4.

Если 06ϕ < π, то справедливо неравенство

4π − ϕ > 3π + 2 cos (ϕ/2). (29)

Действительно, условие 06ϕ < π перепишем в виде 0 < (π − ϕ)/26 π/2. Стало
быть, выполнено неравенство (π−ϕ)/2 > sin ((π − ϕ)/2), которое эквивалентно (29).
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Неравенство (29) означает, что при 06ϕ < π в (24) из третьего условия следует
второе условие. Аналогично, при ϕ ∈ [π, 2π) имеем

4π − ϕ6 3π + 2 cos (ϕ/2), (30)

то есть в (24) из второго условия следует третье.
Пусть 06ϕ < π и ϕ < tf . Опираясь на неравенство (29), устанавливаем, что точка

(ϕ, tf ) попадает при tf ∈ (ϕ, 3π + 2 cos (ϕ/2)) только в множество 1, соответственно,
при tf ∈ [3π + 2 cos (ϕ/2), 4π − ϕ) только в множество 2 и только в множество 3
при tf ∈ [4π − ϕ, ∞). Пусть ϕ ∈ [π, 2π) и ϕ < tf . Используя неравенство (30),
получаем, что точка (ϕ, tf ) принадлежит только множеству 1 при tf < 4π − ϕ и
только множеству 3 при tf > 4π − ϕ.

Таким образом, свойство разбиения сектора {(ϕ, tf ) : 06ϕ6 tf , tf > 0} на мно-
жества 1 – 5 установлено.

Множества 1 – 5 показаны на рис. 11. При 06ϕ < π множество 1 отделяется
от множества 2 линией tf = 3π + 2 cos (ϕ/2) (линия включается в множество 2), а
множество 2 отделяется от множества 3 участком прямой tf = 4π − ϕ (входит в
множество 3). При π6ϕ < 2π множество 1 отделяется от множества 3 участком
прямой tf = 4π−ϕ. Этот участок включаем в множество 3. Множество 3 отделяется
от множества 4 неограниченным лучом ϕ = 2π, tf > ϕ. Этот луч включается в
множество 4. Множество 5 представляет собой неограниченный луч 0 < ϕ = tf .
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Рис. 11: Классификация ϕ-сечений множества достижимости G(tf ) для значений
tf > 0 и 0 6 ϕ6 tf

В случае 5, как было отмечено в подразд. 3.1, любое ϕ-сечение является одно-
точечным множеством. Геометрические координаты в исходной системе представ-
ляются формулами x(tf ) = sin tf , y(tf ) = 1 − cos tf . Положение такой точки во
вспомогательной системе координат имеет вид X(tf ) = 0, Y (tf ) = 0.

В следующих разделах опишем ϕ-сечения для случаев 1 – 4.
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7 Граница ϕ-сечений для случая 1

Считаем, что (ϕ, tf ) принадлежит множеству 1. В качестве базовых элементов
границы ϕ-сечений используются кривые А1, А2, А3, А6. Каждая из них целиком
входит в описание границы. Данный случай частично рассмотрен в работе [44], где
предполагалось, что tf 6 2π.

Из первых двух соотношений в (24) следует, что 0 6 ϕ < 2π и 0 < θ < 2π, где
θ = (tf − ϕ)/2. Учитывая формулы (11), (14) для кривых А1 и А6 (дуги окруж-
ностей), а также соответствующие диапазоны изменения параметров s1 и s3 в (5),
делаем вывод, что в случае 1 раствор каждой из дуг А1, А6 меньше 2π.

Если ϕ = 0, то дуга А1 вырождается в точку, совпадающую с начальной точкой
кривой А3 и конечной точкой кривой А2. Если ϕ > 0, дуга А1 не является вырож-
денной. Её начальная точка лежит ниже оси X, а конечная точка — выше оси X.

1) Покажем, что кривые А2 и А3 в случае 1 имеют общую точку лишь при ϕ = 0.
При этом общая точка одна и является точкой их взаимной стыковки. Она совпадает
с точкой вырождения дуги А1.

Исследуем кривую А3. Для крайних значений s3 = 0 и s3 = θ имеем

Y
U3
(0) = (tf − ϕ) sin

(ϕ
2

)
> 0, Y

U3
(θ) = 4 sin

(
tf − ϕ

4

)
sin

(
tf + ϕ

4

)
> 0. (31)

Первое неравенство следует из того, что ϕ ∈ [0, 2π) и ϕ < tf . Привлекая условие
tf < 4π − ϕ, получаем второе неравенство. Первое неравенство обращается в равен-
ство только при ϕ = 0.

Установим, что Y
U3
(s3) > 0 для любого s3 ∈ ( 0, θ ). Вычислим производную

функции Y
U3
(s3) по s3:

(YU3(s3))
′

s3
= 2 (θ − s3) cos

(
s3 +

ϕ

2

)
. (32)

При s3 ∈ (0, θ) знак производной определяется последним сомножителем, а величи-
на s3+ϕ/2 изменяется в диапазоне (ϕ/2, tf/2). Из первых двух соотношений в (24)
следует, что

0 6 ϕ < tf < 4π .

Поэтому (s3 + ϕ/2) ∈ (0, 2π) . В рамках такого расширенного диапазона выра-
жение cos (s3 + ϕ/2) обращается в нуль только для двух значений параметра s3:
s∗3 = (π − ϕ)/2 и s3∗ = (3π−ϕ)/2 . Данные точки не всегда принадлежат диапазону
(0, θ) допустимых значений s3.

На рис. 12 показаны кривые А1, А2, А3, А6 для одного и того же значения
ϕ = 0.5π и четырёх значений tf : 0.99π, 2.3π, 2.8π, 3.3π. Если tf = 0.99π, то в диа-
пазоне (0, θ) нет значений s∗3 и s3∗ (определяющих горизонтальные касательные к
кривой А3). Если tf = 2.3π или tf = 2.8π, то s∗3 ∈ (0, θ), s3∗ /∈ (0, θ). При tf = 3.3π по-
лучаем s∗3 ∈ (0, θ), s3∗ ∈ (0, θ) (соответственно, кривая А3 имеет две горизонтальные
касательные).

Рассмотрим значение s∗3. Величина YU3(s
∗
3) в силу (13) вычисляется по формуле

YU3 (s
∗
3) = 2 (θ − s∗3) sin

(
s∗3 +

π

2

)
+ 4 sin

s∗3
2
sin

(
s∗3
2
+
π

2

)
. (33)

Условие s∗3 ∈ (0, θ) запишем в виде 0 < (π − ϕ)/2 < (tf − ϕ)/2. Отсюда следу-
ет выполнение неравенств ϕ < π < tf . C учётом этих неравенств, подставляя
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Рис. 12: Склеенные кривые Aϕ(tf ) для ϕ = 0.5π и четырёх значений tf = 0.99π, 2.3π,
2.8π, 3.3π. Расположение точек s∗3, s3∗ на кривых А3.

значения s∗3 и θ в (33), получаем

YU3 (s
∗
3) = (tf − π) + 4 sin

(π
4
− ϕ

4

)
sin
(π
4
+
ϕ

4

)
> 0. (34)

Рассмотрим значение s3∗. Из условия s3∗ ∈ (0, θ) следует неравенство tf > 3π.
С учётом второго соотношения в (24) получаем неравенство ϕ < π. Вычисляем
YU3(s3∗):

YU3(s3∗) = 3π − tf + 4 sin

(
3π

4
− ϕ

4

)
sin

(
3π

4
+
ϕ

4

)
= 3π − tf + 2 cos

(ϕ
2

)
. (35)

Привлекая третье соотношение в (24), имеем

YU3(s3∗) > 0. (36)

Имеем неравенства (31) для значений YU3(s3) в крайних точках кривой А3, а так-
же неравенства (34), (36) для внутренних точек, в которых производная (YU3(s3))

′

s3
обращается в нуль. Отсюда делаем вывод, что кривая А3 лежит выше оси X (см. два
примера на рис. 13), за исключением начальной точки при ϕ = 0.

В силу симметрии кривых А2 и А3 относительно оси X кривая А2 лежит ниже
оси X, за исключением конечной точки при ϕ = 0. Таким образом, кривые А2 и А3
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при ϕ > 0 не имеют общих точек, а при ϕ = 0 начальная точка кривой А3 совпадает
с конечной точкой кривой А2.

2) В целом, с учётом результатов разд. 3 получаем, что склеенная кривая
Aϕ(tf ) = A1 ∪ A3 ∪ A6 ∪ A2 является кусочно-гладкой замкнутой кривой без само-
пересечений. Гладкость нарушается лишь в точках сочленения дуг А2 и А3 с дугой
А6 (рис. 12). Склеенная кривая содержит все точки движений U1, U2, U3, U6 при
заданных tf и ϕ.

Пусть символ Aϕ(tf ) обозначает замкнутое множество, ограниченное кривой
Aϕ(tf ). В силу Леммы 5.1 данная кривая принадлежит ∂Gϕ(tf ) и выполнено вложе-
ние Gϕ(tf ) ⊂ Aϕ(tf ).

Для ϕ ∈ (0, tf ) рассмотрим движение, порождённое на промежутке [0, tf ] посто-
янным управлением u(t) ≡ ϕ/tf . Такое движение не удовлетворяет ПМП. Поэтому в
силу [42] оно ведёт в intG(tf ), а значит и в intGϕ(tf ). Для ϕ = 0 в качестве аналогич-
ного движения, но уже с одним переключением, возьмём движение с управлением
u(t) = −0.5 при t ∈ [0, tf/2) и u(t) = +0.5 при t ∈ [tf/2, tf ]. Оно также ведёт
в intGϕ(tf ). Обращаясь к Лемме 5.3, получаем, что для множества M = intAϕ(tf )
выполнено условие 1). Стало быть, intAϕ(tf ) ⊂ Gϕ(tf ).

В итоге получаем Aϕ(tf ) = Gϕ(tf ).
Два примера множеств Gϕ(tf ) для случая 1 показаны на рис. 13. Масштаб изоб-

ражения определяется радиусом круга CA1.
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 Рис. 13: Варианты множеств Gϕ(tf ) для случая 1 при ϕ = 0.4π и двух значений
tf = 2π (a), tf = 3.3π (b)

8 Граница ϕ-сечений для случая 2

Зафиксируем ϕ и tf , удовлетворяющие условиям случая 2. Как и в случае 1,
границу ϕ-сечения будем строить на основе кривых А1, А2, А3, А6. Главная осо-
бенность состоит в том, что любое ϕ-сечение, относящееся к случаю 2, не является
односвязным.

27



8.1 Точки пересечения кривых А2, А3

Каждая из кривых А2, А3 представляет собой дугу эвольвенты. Кривая А1 сты-
куется с кривыми А2 и А3 с соблюдением непрерывности кривизны (подразд. 3.7,
свойство 7).

Опираясь на (25), докажем, что существуют одна или две точки пересечения
кривых А2 и А3.

Рассмотрим кривую А3. Для крайних точек по аналогии со случаем 1, используя
соотношения (31), получаем Y

U3
(0) > 0, Y

U3
(θ) > 0. Первое неравенство обращается

в равенство только при ϕ = 0.
При s3 ∈ (0, θ) производная (YU3(s3))

′

s3
, вычисляемая по формуле (32), становится

равной нулю для значений s∗3 = (π − ϕ)/2 и s3∗ = (3π − ϕ)/2. В случае 2 (в отличие
от случая 1) эти значения всегда принадлежат интервалу (0, θ) в силу (25). Поэтому
соответствующие точки на кривой А3 всегда существуют.

Как отмечено в разд. 7, формула (34), для первой точки имеем YU3(s
∗
3) > 0.

Для второй точки в силу (35) и третьего неравенства в (25) получаем соотноше-
ние YU3(s3∗) = 3π − tf + 2 cos (ϕ/2)6 0.

Пусть
tf > 3π + 2 cos (ϕ/2). (37)

Покажем, что при этом условии кривые А2 и А3 пересекаются в двух точках, рас-
положенных на отрицательной части оси X (рис. 14b). Для этого достаточно рас-
смотреть точки пересечения кривой A3 с осью X в силу симметрии кривых А2 и А3
относительно этой оси.

Выделим на кривой А3 три участка: s3 ∈ (0, s∗3), s3 ∈ (s∗3, s3∗), s3 ∈ (s3∗, θ). На
каждом из них функция Y (s3) строго монотонна. На первом участке нет пересече-
ния с осью X. На втором – одна точка пересечения, обозначим её P1. На третьем
тоже одна точка пересечения, обозначим её P2. В целом получаем две точки пере-
сечения кривой A3 (без крайних точек) с осью X. Данное свойство справедливо и
для кривой А2. При ϕ = 0, помимо указанных точек, кривые А2 и А3 стыкуются в
точке вырождения кривой А1.

Пусть теперь выполнено равенство

tf = 3π + 2 cos (ϕ/2). (38)
Это равенство соответствует ситуации касания кривой А3 с осью X (а, стало быть,
и с кривой А2) в точке (XU3(s3∗), YU3(s3∗))

T. При этом, за исключением точки каса-
ния, внутренние точки кривой А3 лежат выше оси X, а внутренние точки кривой
А2 – ниже (рис. 14a). Таким образом, при условии (38) для ϕ > 0 кривые А2 и А3
имеют только одну общую точку P1 = P2 (это точка касания, определяемая на кри-
вой А3 параметром s3 = s3∗). Если ϕ = 0, то (так же, как и при условии (37)) кривые
А2 и А3 дополнительно стыкуются в точке вырождения кривой А1.

8.2 Анализ дуг кривых А2, А3 между точками их пересечения

Рассмотрим при выполнении условия (37) открытую дугу кривой А3 между точка-
ми P1 и P2 на плоскости X, Y . Данная дуга расположена ниже оси X. Покажем, что
она принадлежит intGϕ(tf ). Воспользуемся Леммой 4.3. Чтобы обеспечить выполне-
ние условий леммы, установим, что для любой точки P этой дуги соответствующее
движение (с управлением типа U3) не имеет циклов и каждый из трёх интервалов
постоянства управления не является вырожденным.
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Для управлений типа U3 моменты переключения t1 и t2 связаны соотношением
ϕ = t1 − (tf − t2). Сумма длин первого и третьего интервалов не превышает tf ,
поэтому 2t1 − ϕ = t1 + (tf − t2) 6 tf . Для случая 2 (см. (25)) выполнено неравенство
tf < 4π−ϕ. Следовательно, 2t1−ϕ < 4π−ϕ, то есть t1 < 2π. Это означает отсутствие
циклов на первом интервале. При ϕ > 0 длина третьего интервала не превышает
длины первого. Стало быть, на третьем интервале также нет циклов.

Как отмечено в подразд. 3.7, свойство 4, любое управление типа U3, ведущее
во внутреннюю точку P дуги А3, имеет три невырожденных участка постоянства.
Применяя Лемму 4.3, получаем (P , ϕ)T ∈ intG(tf ). Отсюда P ∈ intGϕ(tf ).

8.3 Описание границы ϕ-сечений для случая 2 в виде внешнего и внут-
реннего контуров

Кривая А6 представляет собой дугу окружности. Её центр во вспомогательной си-
стеме координат расположен в точке H, формула (16), а радиус RA6 описывается
формулой (17). Из второго неравенства в определении случая 2 следует, что дуга А6
является невырожденной (радиус не равен нулю).

Дуга А6 с присоединёнными к ней частями кривых А2, А3 до второй точки P2

их пересечения образует замкнутую кривую. Обозначим её через Bϕ(tf ). Симво-
лом Aϕ(tf ) обозначим замкнутую кривую, составленную из дуги А1 с присоединён-
ными к ней частями кривых А2, А3 до первой точки P1 их пересечения (см. рис. 14).
При ϕ = 0 дуга А1 вырождается в точку, которая становится точкой стыковки
кривых А2 и А3. Поэтому при ϕ = 0 будем считать, что замкнутая кривая Aϕ(tf )
образована двумя кривыми А2 и А3 (до точки P1). Каждая из кривых Aϕ(tf ), Bϕ(tf )
не имеет самопересечений. Пусть Aϕ(tf ) (соответственно, Bϕ(tf )) — замкнутое мно-
жество, ограниченное кривой Aϕ(tf ) (соответственно, кривой Bϕ(tf )).

Примеры множеств Aϕ(tf ) и Bϕ(tf ) показаны на рис. 14.
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Рис. 14: Множества Aϕ(tf ) и Bϕ(tf ) для случая 2 при ϕ = 0.1π и двух значений
tf = 3π + 2 cos (0.05π) (a), tf = 3.7π (b)
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При выполнении неравенства (37) дуги кривых А2 и А3 между точками их пере-
сечения P1 и P2 лежат в intGϕ(tf ).

1) Рассмотрим две окружности с центром в точке H, одна проходит через точку
P1, другая – через точку P2. Соответствующие круги обозначим CP1 и CP2. В под-
разд. 3.7 (свойства 5, 6) отмечено, что для параметрически заданных кривых А2, А3
имеет место монотонное изменение расстояния от точки H до точек кривых А2 и А3.
Отсюда следует, что круг CA6 с центром H, на границе которого лежит кривая А6,
принадлежит множеству Bϕ(tf ). Кроме того, при условии (37) круг CP1 охватывает
круг CP2, а при условии (38) эти круги совпадают.

Дополнительно учитывая свойство 10 из подразд. 3.7, получаем, что кривая
Aϕ(tf ), за исключением точки P1, лежит вне круга CP1. Оставшиеся части кривых
А2, А3 и вся кривая А6 находятся в intCP1. Аналогично, кривая Bϕ(tf ), за исклю-
чением точки P2, лежит в intCP2; оставшиеся части кривых А2, А3 и вся кривая А1
находятся вне круга CP2.

Вне множества Aϕ(tf ) нет точек, порождённых управлениями типа U1, U2, U3,
U6. Поэтому в силу Леммы 5.1 кривая Aϕ(tf ) образует “внешнюю” границу множе-
ства Gϕ(tf ) для случая 2.

2) Установим, что кривая Bϕ(tf ) представляет собой “внутреннюю” границу мно-
жества Gϕ(tf ).

2.1) Рассмотрим в множестве intBϕ(tf ) точку J , расположенную на оси X и от-
стоящую от точки H влево на 1

2
RA6(tf ). Имеем

J =

(
−4 sin

(ϕ
2

)
− 2 sin

(
tf + ϕ

4

)
, 0

)T

.

Покажем, что J /∈ Gϕ(tf ). Предположим противное, то есть J ∈ Gϕ(tf ). Тогда по
теореме Филиппова [50] существует оптимальное по быстродействию управление,
ведущее в фазовую точку (J, ϕ)T. Пусть t∗f – соответствующий момент быстродей-
ствия. Имеем 0 6 t∗f 6 tf .

В силу теоремы 1 из [1, p. 515] оптимальное по быстродействию управление может
быть взято в виде одного из шести вариантов U1 − U6. Рассмотрим их. При этом
для управлений U5 и U6 мы не считаем обязательным выполнение условия (3).

Любое управление типа U4 даёт в момент t∗f значение ϕ6 0. Поскольку мы пред-
полагаем 06ϕ < π (см. (25)), то для U4 следует рассмотреть лишь значение ϕ = 0

с управлением u(·)≡0. Здесь получаем точку
(
x(t∗f ), y(t

∗
f )
)T

=
(
t∗f , 0

)T. Она не совпа-
дает с точкой J при любом t∗f ∈ [0, tf ].

Для обеспечения неравенства ϕ > 0 в момент t∗f при управлении типа U5 тре-
буется, чтобы длина среднего участка постоянства управления была меньше суммы
длин первого и третьего участков. В статье [40] (доказательство Леммы 2) для та-
кого условия было установлено наличие движения, которое приходит точно в ту же
фазовую точку в тот же момент t∗f , но не удовлетворяет ПМП. Стало быть, момент
t∗f не является оптимальным по быстродействию. Поэтому управления типа U5 не
могут быть оптимальными по быстродействию в точку (J, ϕ)T при ϕ > 0.

Если ϕ = 0, то управления типа U5 порождают тот же набор точек (x, y) в момент
t∗f , что и управления типа U6. Поэтому управления типа U5 можно не рассматривать.

Остаются управления четырёх типов: U1, U2, U3, U6. Введём обозначения A1∗,
A2∗, A3∗, A6∗ для кривых, порождаемых указанными управлениями на момент быст-
родействия t∗f ∈ [ϕ, tf ] при зафиксированном значении ϕ. Кривые просчитываются
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по формулам (11)–(14) и (5) с заменой символа tf на t∗f . Покажем, что кривые A1∗,
A2∗, A3∗, A6∗ не содержат точку J .

Рассмотрим два варианта: t∗f ∈ [ϕ, π), t∗f ∈ [π, tf ].
В первом из них можно убедиться, что кривые A1∗, A2∗, A3∗, A6∗ расположены

в полуплоскости X > 0. В то же время точка J находится в полуплоскости X < 0.
Стало быть, любые управления типа U1, U2, U3, and U6 не могут быть решением
задачи быстродействия для t∗f .

Во втором варианте справедливо неравенство π/4 6 (t∗f + ϕ)/4. Покажем, что
J ∈ intCA6∗ . Для этого достаточно установить, что расстояние 2 sin ((tf + ϕ)/4) меж-
ду точками J и H меньше радиуса RA6(t

∗
f ) = 4 sin

(
(t∗f + ϕ)/4

)
окружности, соответ-

ствующей дуге A6∗ (см. (17)). Знак модуля в формуле для RA6(t
∗
f ) опущен, поскольку

в силу 0 6 t∗f + ϕ6 tf + ϕ < 4π выполнено неравенство sin
(
(t∗f + ϕ)/4

)
> 0.

Итак, проверим неравенство

2 sin ((tf + ϕ)/4) < 4 sin
(
(t∗f + ϕ)/4

)
. (39)

Если (t∗f + ϕ)/4> π/2, то неравенство (39) выполнено в силу монотонности синуса
для значений π/26 (t∗f + ϕ)/46 (tf + ϕ)/4 < π. Последнее неравенство следует из
определения случая 2. Если (t∗f+ϕ)/4 < π/2, то 4 sin

(
(t∗f + ϕ)/4

)
> 4 sin (π/4) = 2

√
2.

Отсюда с учётом 2 sin ((tf + ϕ)/4) 6 2 вытекает справедливость неравенства (39).
Поскольку дуга A6∗ лежит на границе круга CA6∗ , то управление типа U6 не

может вести в момент t∗f в фазовую точку (J, ϕ)T.
Из подразд. 3.7, свойство 9, следует, что кривые A1∗, A2∗, A3∗ расположены вне

intCA6∗ . Поэтому управления U1, U2, U3 также не могут приводить в момент t∗f в
фазовую точку (J, ϕ)T.

Таким образом, ни одно из управлений типа U1–U6 не может быть реше-
нием задачи быстродействия в точку (J, ϕ)T в момент t∗f . Стало быть, момент
t∗f ∈ [0, tf ] не может быть моментом быстродействия. Пришли к противоречию. По-
этому J /∈ Gϕ(tf ).

2.2) Как отмечено выше, кривая Bϕ(tf ), за исключением точки P2, находится в
intCP2. Помимо кривой Bϕ(tf ) в этом круге нет других точек, образованных управ-
лениями U1, U2, U3, U6. Стало быть, в множестве intBϕ(tf ) нет точек, порождённых
данными управлениями для рассматриваемых значений tf и ϕ.

Привлекая Лемму 5.2, убеждаемся, что все её условия выполнены. Получаем,
что кривая Bϕ(tf ) образует “внутреннюю” границу ϕ-сечения множества G(tf ) для
случая 2.

Рассмотрим открытое множество Mϕ(tf ) = (Aϕ(tf ))
− ∩ (Bϕ(tf ))

+. Кривые Aϕ(tf )
и Bϕ(tf ) имеют не более одной общей точки. Такой точкой является точка касания
кривых А2 и А3 при условии (38). Если это условие не выполнено, то у кривых Aϕ(tf )
и Bϕ(tf ) нет общей точки. Опираясь на теорему Жордана и теорему Шёнфлиса
[48,49], можно показать, что множество Mϕ(tf ) является связным.

Таким образом, для множества M = Mϕ(tf ) выполнены условия Леммы 5.3. За-
ключаем, что множество Gϕ(tf ) в случае 2 имеет внешнюю границу в виде кривой
Aϕ(tf ) и внутреннюю границу в виде кривой Bϕ(tf ). ИмеемGϕ(tf ) = Aϕ(tf )\intBϕ(tf )
(рис. 14).
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9 Граница ϕ-сечений для случая 3

Особенность случая 3 в том, что кривая А6 не будет использоваться в описа-
нии границы ϕ-сечений. Для построения границы потребуется некоторое разбиение
кривых А2 и А3.

9.1 Разбиение кривых А2 и А3

Нужное нам разбиение кривой А3 описывается ниже в трёх пунктах. В силу сим-
метрии относительно оси X аналогичное разбиение имеет место и для кривой А2.

1) Кривая А3 определяется формулой (13) и задаётся при помощи параметра
s3 ∈ [0, θ]. Положим s c

3 = 2π − ϕ. Покажем, что s c
3 ∈ (0, θ]. Действительно, из нера-

венства ϕ < 2π в определении случая 3 следует, что s c
3 > 0. Второе соотношение в

определении случая 3 запишем в виде tf − ϕ> 4π− 2ϕ. Поэтому s c
3 6 (tf − ϕ)/2 = θ.

Стало быть, значение s3 = s c
3 определяет допустимую точку на кривой А3, кото-

рую обозначим P c
3 . Точка P c

3 не совпадает с начальной точкой кривой А3, но может
совпадать с её последней точкой.

Содержательно параметр s c
3 соответствует значению t1 = 2π (в силу (4)). Поэтому

есть цикл на первом интервале постоянства получаемого управления типа U3. При
s3 < s c

3 возникающее движение не содержит циклов. При s3 > s c
3 длительность t1

первого интервала удовлетворяет соотношению t1 > 2π. Следовательно, на первом
интервале есть хотя бы один цикл.

На рис. 15 показан пример кривой А3, соответствующий tf = 3.5π, ϕ = 1.2π.
Здесь θ = 1.15π. Пунктирные траектории построены для пяти значений парамет-
ра s3. Траектория, ведущая в точку P c

3 , соответствует значению s c
3 = 0.8π. Для

s3 ∈ [0, 0.8π) первый интервал постоянства управления имеет длительность мень-
ше 2π. Поэтому на соответствующих траекториях нет циклов. Для s3 ∈ [0.8π, 1.15π]
есть цикл на первом участке, на третьем участке цикл отсутствует.

Циклы могут быть и на третьем участке постоянства управления, но тогда обя-
зательно присутствует цикл на первом участке (поскольку ϕ = t1 − (tf − t2)>0).

Соответствующий пример кривой А3 для tf = 7.2π, ϕ = 1.2π показан на рис. 16.
Пунктирные траектории построены для семи значений параметра s3. Среди них
есть и траектория, ведущая в точку P c

3 . Поскольку взятое значение ϕ такое же,
как и для рис. 15, то совпадают и значения s c

3 = 2π − ϕ. Если s3 ∈ [0, 0.8π), то на
соответсвующем движении нет циклов. При s3 ∈ [0.8π, 2π) есть лишь один цикл и
он расположен на первом участке. Если s3 = 2π, то дополнительно возникает цикл
на третьем участке. При s3 > 2π, то циклы есть как на первом, так и на третьем
участках.

Точка P c
3 не может лежать выше оси X, то есть YU3(s

c
3)6 0. Действительно, под-

ставим s c
3 = 2π−ϕ в (13). Для координаты Y получаемой точки на кривой А3 имеем

YU3(s
c
3) = 2

(
(θ − 2π + ϕ) sin

(
2π − ϕ+

ϕ

2

)
+ 2 sin

(
π− ϕ

2

)
sin
(
π− ϕ

2
+
ϕ

2

))
.

Раскрывая значение θ, после упрощений получим

YU3(s
c
3) = 2

(
ϕ− tf

2
+ 2π − ϕ

)
sin
(ϕ
2

)
= (4π − ϕ− tf ) sin

(ϕ
2

)
.

Из второго соотношения в определении случая 3 следует, что первый сомножитель
последнего выражения не является положительным. Второй сомножитель не явля-
ется отрицательным, поскольку 06ϕ < 2π. Таким образом, YU3(s

c
3)6 0. Равенство

YU3(s
c
3) = 0 эквивалентно выполнению хотя бы одного из условий ϕ = 0, tf = 4π−ϕ.
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Рис. 15: Пример расположения точки P c
3 на кривой А3 (tf = 3.5π, ϕ = 1.2π)
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Рис. 16: Пример кривой А3 с циклами на первом и третьем интервалах порождаю-
щих её траекторий (tf = 7.2π, ϕ = 1.2π)
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2) Из определения случая 3 следует, что tf > 2π. Стало быть, в случае 3 выпол-
нены соотношения 06ϕ < 2π, ϕ < tf . Поэтому справедливо первое неравенство
из (31), установленное для случая 1. Это означает, что начальная точка P1,3 кривой
А3 находится выше оси X (при ϕ > 0), либо на этой оси (при ϕ = 0).

Рассмотрим участок кривой А3 от начальной точки P1,3 до точки P c
3 . Покажем,

что на этом участке есть точка P1, лежащая на оси X, такая что открытая дуга
(P1,3, P1) расположена выше оси X, а открытая дуга (P1,P c

3 ) – ниже оси X. Точка
P1 может совпадать с точкой P c

3 .
Чтобы установить существование точки P1 (по аналогии со случаем 2), исследуем

производную (YU3(s3))
′

s3
, вычисляемую по формуле (32). Функцию s3 → (YU3(s3))

′

s3
рассмотрим на участке (0, s c

3), который соответствует дуге (P1,3,P c
3 ).

Если ϕ> π, мы получаем (YU3(s3))
′

s3
< 0 для s3 ∈ (0, s c

3). Имеем YU3(0) > 0
и YU3(s

c
3)6 0. Поэтому на дуге (P1,3,P c

3 ] можно однозначно определить точку P1

пересечения с осью X.
При ϕ < π функция s3 → (YU3(s3))

′

s3
(как и в случае 2) на интервале (0, s c

3)
обращается в нуль только в двух точках s∗3 = (π − ϕ)/2 и s3∗ = (3π − ϕ)/2. Нетруд-
но установить, что 0 < s∗3 < s3∗ < s c

3 . Имеем (YU3(s3))
′

s3
> 0 на участке (0, s∗3).

Стало быть, YU3(s
∗
3) > 0. Аналогично имеем (YU3(s3))

′

s3
> 0 на участке (s3∗, s

c
3), что

означает YU3(s3∗) < 0. В свою очередь, на участке (s∗3, s3∗) производная удовлетворя-
ет соотношению (YU3(s3))

′

s3
< 0. Поэтому на данном участке кривой А3 так же, как

и для ϕ> π, можно однозначно ввести точку P1 пересечения с осью X.
Таким образом, на участке (P1,3,P c

3 ] кривой А3 можно указать точку P1 на оси
X, так что участок (P1,3, P1) кривой А3 лежит выше оси X. При этом оставшийся
участок (P1,P c

3 ) кривой А3 при P1 6= P c
3 расположен ниже осиX. Это можно сделать

как при ϕ> π, так и при ϕ < π.
3) Если точка P c

3 не совпадает с точкой P1, то рассматриваем открытую дугу
(P1, P c

3 ) кривой А3 (см. рис. 15, 16). Для любой точки P этой дуги управление ти-
па U3, ведущее в неё, имеет три невырожденных участка постоянства управления
(см. подразд. 3.7, свойство 4). Соответствующая траектория не имеет циклов по опре-
делению точки P c

3 . Дуга (P1, P c
3 ) лежит ниже оси X. В силу Леммы 4.3 получаем,

что точка (P , ϕ)T принадлежит intG(tf ).

9.2 Невырожденный и вырожденный подслучаи

Будем различать два подслучая случая 3:

tf > 4π − ϕ, (40)
tf = 4π − ϕ. (41)

Первый назовём невырожденным, второй – вырожденным.
1) Невырожденный подслучай. Условие (40) запишем в виде tf − ϕ > 4π − 2ϕ.

Отсюда следует, что точка P c
3 , определяемая параметром s c

3 = 2π − ϕ, не совпадает
с точкой P3,6, соответствующей параметру s3 = θ. Рассмотрим полуоткрытую дугу
[P c

3 , P3,6) кривой А3. Для любой точки P этой дуги управление типа U3, ведущее
в эту точку, имеет три невырожденных участка постоянства управления. При этом
на первом участке есть цикл в силу выбора точки P c

3 . В силу Леммы 4.1 получаем,
что (P , ϕ)T ∈ intG(tf ).

Таким образом, дуга (P1, P c
3 ) ∪ [P c

3 , P3,6) расположена в intGϕ(tf ).
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Последняя точка P3,6 кривой А3 одновременно является крайней точкой
кривой А6.

Рассмотрим кривую А6. Возьмём на ней произвольную точку P . Для моментов
переключения t1 и t2 управления типа U3, ведущего в эту точку, справедливы соот-
ношения

tf = (t1 − t0) + (t2 − t1) + (tf − t2), ϕ = −(t1 − t0) + (t2 − t1)− (tf − t2).

Подставляя данные выражения в неравенство tf > 4π − ϕ, получаем (t2 − t1) > 2π.
Стало быть, длина среднего участка постоянства управления U6 больше 2π. Из усло-
вия ϕ < tf , выполненного для случая 3 (см. (26)), следует, что первый и третий
участки постоянства управления не могут быть вырожденными одновременно.

Привлекая Лемму 4.2, получаем (P , ϕ)T ∈ intG(tf ). Поэтому P ∈ intGϕ(tf ).
Таким образом, вся кривая А6 принадлежит intGϕ(tf ).

Для подслучая (40) получаем следующий вывод. Кривая А1, вместе с ча-
стью кривой А3 от точки P1,3 до точки P1 и частью кривой А2 от точки P1 до
точки P1,2 образуют замкнутую кривую без самопересечений. Обозначим её Aϕ(tf ).
ПустьAϕ(tf )— замкнутое множество, ограниченное этой кривой. Кривая А6 и остав-
шиеся участки кривых А2, А3 принадлежат множеству intAϕ(tf ) и также находятся
в intGϕ(tf ).

Рис. 4b в разд. 3 относится к невырожденному подслучаю случая 3. Видно, что
кривые А2 и А3 после первого пересечения оси X (точка P1) делают несколько
оборотов. Участок этой кривой после точки P1 лежит в intGϕ(tf ). Такое же свойство
имеет место для соответствующего участка кривой A2 в силу симметрии с кривой А3.

2) Вырожденный подслучай. Из условия (41) по аналогии с невырожденным под-
случаем следует, что P c

3 = P3,6. При этом кривая А6 вырождается (радиус окруж-
ности становится равным нулю) в точку H = P2,6 = P3,6. Если ϕ = 0, то кривая А1
вырождается в точку, совпадающую с точками P1,2 и P1,3.

Для вырожденного подслучая на рис. 17 показана кривая Aϕ(tf ), составленная
из кривых А1, А3, А6 (вырожденная кривая), А2. Точка P c

3 совпадает с точкой H.
Здесь представлены три варианта: ϕ = 0.3π, tf = 3.7π (рис. 17a); ϕ = 1.0π, tf = 3.0π
(рис. 17b); ϕ = 1.4π, tf = 2.6π (рис. 17c).
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Рис. 17: Случай 3. Варианты кривой Aϕ(tf ) для вырожденного подслучая

2.1) Предположим, что ϕ < π (рис. 17a). Тогда P1 6=P3,6. Так же, как в невы-
рожденном случае, кривая А1 вместе с частью кривой А3 от точки P1,3 до точки
P1 и частью кривой А2 от точки P1 до точки P1,2 образуют замкнутую кривую без
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самопересечений. Пусть Aϕ(tf ) — замкнутое множество, ограниченное этой кривой.
Оставшиеся участки кривых А2, А3 принадлежат множеству intAϕ(tf ). При этом
дуга (P2,6, P1) кривой А2 и дуга (P1,P3,6) кривой А3 находятся в intGϕ(tf ). Анало-
гичное свойство для точки P2,6 = P3,6 будет установлено в следующем подразделе.

2.2) Предположим, что ϕ> π. Тогда P1 = P3,6. Получаем, что кривые А1, А2,
А3 образуют замкнутую кривую без самопересечений. Пусть Aϕ(tf ) — замкнутое
множество, ограниченное этой кривой.

Геометрически ситуации ϕ = π (рис. 17b) и ϕ > π (рис. 17c) отличаются тем, что
в первом из них кривые А2 и А3 касаются в точке H = P1, а во втором случае
сочленяются в этой точке под углом.

Вне множества Aϕ(tf ), а также в его внутренности нет точек, порождённых
управлениями типа U1, U2, U3, U6.

9.3 Построение границы ϕ-сечения

Применяя Лемму 5.1 к множеству Aϕ(tf ), введённому в предыдущем подразделе,
получаем, что

Gϕ(tf ) ⊂ Aϕ(tf ), ∂Aϕ(tf ) ⊂ ∂Gϕ(tf ). (42)

Покажем, что для множества intAϕ(tf ) выполнены условия Леммы 5.3. Положим
Mϕ(tf ) = intAϕ(tf ).

В невырожденном подслучае все дуги кривых А2, А3 и А6, не участвующие в об-
разовании границы множества Aϕ(tf ), принадлежат множеству Mϕ(tf ). Кроме того,
эти дуги принадлежат intGϕ(tf ). Стало быть, выполено условие 2) Леммы 5.3 для
множества M = Mϕ(tf ).

В вырожденном подслучае при ϕ < π выполнено условие 2) Леммы 5.3. В самом
деле, для участков кривых А2, А3 и А6, принадлежащих множеству Mϕ(tf ), уста-
новлено, что любая их точка, за исключением разве лишь точки P3,6, принадлежит
intGϕ(tf ). При ϕ> π вне множества ∂Aϕ(tf ) нет кривых А1, А2, А3, А6, и, следо-
вательно, эти кривые отсутствуют в множестве Mϕ(tf ). Для применения Леммы 5.3
(при выполнении условия 1)) необходимо указать точку, принадлежащую intGϕ(tf ).
В качестве такой точки так же, как и в разд. 7, возьмём точку, порождённую посто-
янным управлением u(t) ≡ ϕ/tf . Таким образом, выполнено условие 1) Леммы 5.3
для M = Mϕ(tf ).

В итоге для всех вариантов (рассмотренных в подразд. 9.2) случая 3, получа-
ем выполнение условий Леммы 5.3. Таким образом, Mϕ(tf ) = intAϕ(tf ) ⊂ Gϕ(tf ).
Отсюда с учётом (42) получаем Gϕ(tf ) = Aϕ(tf ) в случае 3. Как следствие, для
вырожденного подслучая при ϕ < π имеем P2,6 = P3,6 ∈ intGϕ(tf ).

Граница множества Gϕ(tf ) составляется из кривой А1 и участка кривой А3 до
первой точки P1 её пересечения с осью X, а также симметричного участка кривой
А2 (см. рис. 17 и 18). Рис. 18a (рис. 18b) соответствует tf = 4.5π, ϕ = π (tf = 8.5π,
ϕ = π).

Замечание 2. Рассмотрим вырожденный подслучай (41) случая 3.
При условии ϕ > π (подразд. 9.2, пункт 2.2, рис. 17b и 17c) точка H лежит на

границе множества Gϕ(tf ). Поэтому точка (H,ϕ)T принадлежит границе трёхмер-
ного множества G(tf ).

При условии 06ϕ < π (подразд. 9.2, пункт 2.1, рис. 17a) имеем H ∈ intGϕ(tf ).
Если 0 < ϕ < π, то при фиксированном значении tf точка H является предельной
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Рис. 18: Случай 3. Множество Gϕ(tf ) в невырожденном подслучае

для дуги A6(ϕ̃), где 0 < ϕ̃ < ϕ и ϕ̃→ ϕ. Поскольку для любой точки P ∈ A6(ϕ̃) вы-
полнено включение P ∈ ∂Gϕ̃(tf ), то (P, ϕ̃)T ∈ ∂G(tf ). Отсюда, с учётом замкнутости
множества G(tf ), получаем (H,ϕ)T ∈ ∂G(tf ).

Таким образом, в целом для вырожденного подслучая (41) случая 3 при ϕ > 0
точка (H,ϕ)T принадлежит границе трёхмерного множества достижимости G(tf ).
Если ϕ = 0, то точка (H,ϕ)T принадлежит внутренности трёхмерного множества
достижимости G(tf ).

10 Граница ϕ-сечений в случае 4

Покажем, что в случае 4 любое ϕ-сечение представляет собой круг CA1, задава-
емый кривой А1. Положение центра круга зависит от ϕ, а его радиус – от ϕ и tf .

Кривая A1 определяется формулой (11) и является дугой окружности радиусом
RA1 = (tf − ϕ) с центром в начале отсчёта вспомогательной системы координатX, Y .
По определению случая 4 (см. (27)) выполнено неравенство ϕ> 2π. Дуга А1, раствор
которой равен ϕ, образует окружность с “перехлёстом”. Кривые А2, А3, А6 принад-
лежат кругу CA1. При этом точки P1,2, P1,3 стыковки кривых А2, А3 с кривой А1
лежат на его границе. Все остальные точки кривых А2, А3, а также кривая А6
расположены в intCA1 (подразд. 3.7, свойство 8).

Установим, что все точки кривых А2, А3, А6, лежащие в intCA1, принадлежат
intGϕ(tf ). Внутренние точки кривой А3 порождаются управлениями типа U3 с тре-
мя невырожденными участками постоянства (подразд. 3.7, свойство 4). При этом
моменты переключения t1 и t2 связаны соотношением ϕ = t1 − (tf − t2). Поскольку
ϕ> 2π, то t1 > t1−(tf−t2)> 2π. Поэтому на всех движениях, ведущих во внутренние
точки кривой А3, на первом участке постоянства управления есть цикл. В соответ-
ствии с Леммой 4.1 получаем, что рассматриваемые точки кривой А3 принадлежат
intGϕ(tf ). Аналогичное свойство справедливо для кривой А2.

Рассмотрим кривую А6. Она порождается управлениями типа U6. Cоответству-
ющие моменты t1 и t2 переключения связаны соотношениями

tf = (t1 − t0) + (t2 − t1) + (tf − t2), ϕ = −(t1 − t0) + (t2 − t1)− (tf − t2).

37



Отсюда (t2 − t1) = (tf + ϕ)/2. Из условия (27) получаем 2π < (t2 − t1) < tf . Таким
образом, для любой точки кривой А6 на соответствующем управлении длительность
второго участка больше 2π, а из двух соседних крайних участков хотя бы один
не является вырожденным. В силу Леммы 4.2 заключаем, что кривая А6 целиком
принадлежит intGϕ(tf ).

Привлекая Лемму 5.1 и Лемму 5.3, получаем Gϕ(tf ) = CA1.
На рис. 19a (рис. 19b) показано множество Gϕ(tf ) для значений tf = 5π, ϕ = 2.5π

(соответственно, tf = 8π, ϕ = 2.5π). Оно совпадает с кругом CA1. Кривая А1 пред-
ставляет собой окружность “с перехлёстом”. Также изображены кривые А2, А3, А6.
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Рис. 19: Случай 4. Множество Gϕ(tf ) для двух вариантов tf и ϕ

11 Общее описание структуры ϕ-сечений для ϕ> 0

Суммируем результаты разделов 6 – 10 о структуре ϕ-сечений множества дости-
жимости при ϕ> 0 в виде следующего утверждения.

Теорема 1. Пусть ϕ> 0. Тогда
1) ϕ-cечения Gϕ(tf ) множества достижимости G(tf ) являются односвязными в

случаях 1, 3, 4, 5. В случае 2 ϕ-cечение Gϕ(tf ) не является односвязным;
2) в случае 1 граница ϕ-сечения Gϕ(tf ) представляет собой простую замкну-

тую кривую Aϕ(tf ), составленную из последовательно соединённых кривых А1, А3,
А6, А2;

3) в случае 2 граница ϕ-сечения Gϕ(tf ) распадается на две части: внешний контур
(кривая Aϕ(tf )) и внутренний контур (кривая Bϕ(tf )). Внешний контур составляется
из кривой A1 и примыкающих к ней частей кривых A2 и A3 до точки их первого
пересечения. Внутренний контур составляется из кривой A6 и примыкающих к ней
частей кривых A2 и A3 до точки их последнего пересечения;

4) в случае 3 граница ϕ-сечения Gϕ(tf ) представляет собой простую замкнутую
кривую Aϕ(tf ). Она состоит из кривой A1 и примыкающих к ней частей кривых A2
и A3 до точки их первого пересечения;

5) в случае 4 граница ϕ-сечения Gϕ(tf ) представляет собой окружность, которая
определяется кривой A1;

6) в случае 5 ϕ-сечение Gϕ(tf ) вырождается в точку.
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12 Случай ϕ < 0

Исследование случая ϕ < 0 опирается на свойство симметрии системы (1), ко-
торое заключается в следующем. Рассмотрим движение (x∗(t), y∗(t), ϕ∗(t))T систе-
мы из начальной нулевой фазовой точки на промежутке времени [0, tf ], порож-
денное некоторым допустимым управлением u∗(t). В момент tf получаем точку
(x∗(tf ), y

∗(tf ), ϕ
∗(tf ))

T. Управление u∗(t) = −u∗(t) (то есть, отличающееся от перво-
начального только знаком) при той же нулевой начальной точке реализует в момент
tf фазовое состояние (x∗(tf ), y∗(tf ), ϕ∗(tf ))

T, где x∗(tf ) = x∗(tf ), y∗(tf ) = −y∗(tf ),
ϕ∗(tf ) = −ϕ∗(tf ).

Это приводит к тому, что ϕ∗-сечение Gϕ∗(tf ) множества достижимости G(tf ) при
любом ϕ∗ связано с соответствующим сечением при ϕ∗ = −ϕ∗ зеркальным отраже-
нием относительно оси x исходной системы координат. В рамках вспомогательной
системы координат (если её ввести и для ϕ < 0) новое сечение совпадает со старым.
Такие факты позволяют не рассматривать отдельно случай ϕ < 0. Результат для
него определяется случаем ϕ > 0.

При ϕ = 0 исходная система координат x, y совпадает со вспомогательной систе-
мой X, Y . Поэтому соответствующее ϕ-сечение Gϕ(tf ) симметрично относительно
оси x исходной системы координат.

Замечание 3. Материал разделов 6−10 можно трактовать как описание допол-
нительных условий, налагаемых на управления типа U1− U6 из (2). Такие условия
(наряду с соотношением (3)) выделяют управления, ведущие на границу ϕ-сечений
множества достижимости G(tf ). Эти условия зависят от tf и ϕ (см. рис. 11 и форму-
лы (24)–(28)). Учёт их полностью характеризует не только границу ϕ-сечений, но и
границу всего трёхмерного множества достижимости G(tf ).

Заключение

Для машины Дубинса с симметричным ограничением на управление получено
аналитическое описание сечений по угловой координате ϕ трёхмерного множества
достижимости G(tf ). Классифицированы возможные типы двумерных ϕ-сечений
множества G(tf ) с различными наборами образующих граничных дуг. Выделен слу-
чай, когда ϕ-сечение не является односвязным.

В работе [40] был описан некоторый класс кусочно-постоянных управлений с не
более чем двумя переключениями. Было показано, что такими управлениями можно
ограничиться при построении границы трёхмерного множества достижимости. Од-
нако в этом классе были также и управления, ведущие во внутренность множества
достижимости. Полученные в данной работе соотношения отсеивают такие управле-
ния. Тем самым выделен подкласс управлений, каждое из которых ведёт на границу
множества достижимости. Наоборот, для каждой точки границы найдётся хотя бы
одно управление из данного подкласса, ведущее в эту точку.

Результаты статьи открывают возможность (на основе эффективного численного
построения границы множества G(tf ) с ростом tf ) решать многие задачи оптималь-
ного управления с динамикой машины Дубинса, в том числе задачи быстродействия.
Возможно также применение и при решении некоторых игровых задач.

Результаты статьи планируется перенести на случай несимметричного ограниче-
ния на управление u∈[u1, u2], для u1 < 0, u2 > 0.
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