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ПОСТРОЕНИЕ СЕМЕЙСТВА ЭКИВОКАЛЬНЫХ
ЛИНИЙ ДЛЯ ЗАДАННОГО ПОЛЯ ХАРАКТЕРИСТИК

В ИГРОВОЙ ЗАДАЧЕ О БРАХИСТОХРОНЕ

Васильева Т.В., Камнева Л.В.1

e-mail: kamneva@imm.uran.ru

1. Постановка задачи

Рассмотрим один из вариантов игровой задачи о брахистохроне
[1, 2]. Пусть динамика управляемой системы имеет вид

ẋ1 =
√

x2 cos u, ẋ2 =
√

x2 sin u + wv,

u ∈ P = [0, 2π], v ∈ Q = [−1, 1], t ≥ 0, x0 ∈ R2
+,

где R2
+ – полуплоскость x2 ≥ 0. Здесь u и v – управления первого

(минимизирующего) и второго (максимизирующего) игроков. Пла-
той в игре является время достижения терминального множества
M = [−d, 0] × [0, h], d, h > 0.

Вектограмма первого игрока представляет собой окружность ра-
диуса

√
x2, второго – вертикальный отрезок длины 2w, центр кото-

рого совпадает с началом координат. От постоянной w > 0 зависят
возможности второго игрока. Если w = 0, то получаем динамику
классической задачи о брахистохроне [3].

В работах [4, 5] проведено аналитическое и численное исследова-
ние оптимальных траекторий в рассматриваемой задаче при различ-
ных соотношениях между параметрами h и w. Решение симметрично
относительно вертикальной прямой x2 = −d/2. В случае h > w2 в
правой полуплоскости возникает сингулярная линия (рис. 1), имею-
щая рассеивающий (D) и экивокальный (E) участки, а также участок
переключения (S) за второго игрока.

Рассмотрим более подробно экивокальную линию E . Оптималь-
ные траектории приходят на экивокальную линию при управлении
v = −1 второго игрока. В точках линии E оптимальная траекто-
рия расщепляется на две: одна идет вдоль экивокальной линии при
v = −1, другая при v = 1 переходит в область выше сингулярной ли-
нии и идет вдоль характеристики первичного поля до угловой точки
(0, h) множества M .

1Работа поддержана грантом РФФИ №03-01-00415 и Молодежным научным

грантом УрО РАН 2004 г.
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Рис. 1: Оптимальные траектории при h = 9, w = 2.
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Рис. 2: Поле характеристик при h = 9, w = 2.
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Полностью поле характеристик показано на рис. 2. Поле огра-
ничено снизу линией S0. На линии L скорость движения вдоль ха-
рактеристик горизонтальна. Время T достижения характеристикой
точки (x1, x2) неявно определяется при помощи следующих алгебра-
ических уравнений [4]:

−√
x2‖p‖ + wp2 + 1 = 0, x1 + σ(s)F (x2, p1) = D1(s),

T + w ln ‖p‖2 + p−1

1 arctg(p2/p1) = D2(s), p1 = ζ1(s),
(1)

где

F (x2, p1) = λ(p1) arcsin
√

x2/λ(p1) −
√

x2(λ(p1) − x2),

λ(p1) = w2 + 1/p2
1, ζ1(s) = cos s/(

√
h − w sin s),

D1(s) = σ(s)F (h, ζ1(s)), D2(s) = s/ζ1(s) − w ln(
√

h − w sin s)2,

σ(s) :=

{
sign (s∗ − s), s 6= s∗,

−1, s = s∗,
s∗ = arcsin(w/

√
h), s ∈ (0, π/2).

Система (1) представляет собой четыре уравнения относительно че-
тырех неизвестных p1, p2, s и T . Она неявно задает функцию T (x) в
области, покрытой характеристиками.
Найдены дифференциальные уравнения, описывающие опти-

мальное движение y(t) вдоль экивокальной линии:

ẏ1 =
√

y2 cos ũ(y), ẏ2 =
√

y2 sin ũ(y) − w,

ũ(y) = arctg
p1(y)

p2(y)
+ arccos

wp2(y) − 1√
y2‖p(y)‖ .

(2)

Здесь (p1(y), p2(y)) = ∇T (y) – вектор-градиент функции T (·) в точ-
ке y.
Экивокальная линия E строится численно в обратном времени из

точки a – точки окончания рассеивающей линии (рис. 2) – до точки
b пересечения с линией S0. Но, вообще говоря, фазовую траекторию
системы (2) можно провести через любую точку области, покрытой
полем характеристик. Такую линию также будем называть экиво-
кальной. Это позволяет говорить о семействе экивокальных линий
для заданного поля характеристик. Линия E принадлежит указан-
ному семейству.



Оптимальное управление и дифференциальные игры 215

x
2

x
1

b

S
0

L

M

Рис. 3: Семейство экивокальных линий при h = 9, w = 2.

Интересным оказывается вопрос о том, как выглядит семейство
экивокальных линий в рассматриваемой задаче.
2. Построение семейства экивокальных линий

После ряда преобразований и замены прямого времени t на об-
ратное τ = c − t, c = const , система (2) принимает вид

ż1(τ) =
1

‖p‖2
(−p1(wp2 − 1) + 2p2

√
wp2 ) ,

ż2(τ) =
1

‖p‖2

(√
p2 −

√
wp1

)2
,

(3)

где (p1, p2) = ∇T (z), z(τ) = y(c−τ). Задача сводится к исследованию
фазового портрета системы (3).

Поскольку функция T (·) задана неявно, то было проведено лишь
частичное аналитическое исследование фазового портрета систе-
мы (3). Семейство экивокальных линий для различных значений h и
w строилось численно методом Эйлера. Основная трудность заклю-
чалась в вычислении градиента функции T (·).

Результаты построений для значений параметров h = 9 и h = 4.05
при w = 2 даны на рис. 3, 4.

На основе проведенного аналитического и численного исследова-
ния можно сделать следующие выводы. Экивокальные линии, вы-
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пущенные в обратном времени из точек кривой S0 ниже точки b,
собираются в точке b, образуя пучок и касаясь кривой S0. Послед-
няя экивокальная линия, приходящая в точку b, строится из угловой
точки (0, h). Все линии, выпущенные из точек кривой L, втыкаются
под углом в кривую S0 строго выше точки b.
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Рис. 4: Семейство экивокальных линий при h = 4.05, w = 2.
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